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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts
❈❡tt❡ t❤ès❡ ❛ été ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ♠❛ ✈✐❡✱ ❛✉t❛♥t s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ q✉❡
♣❡rs♦♥♥❡❧✳ ❊❧❧❡ ❡st ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❡rs♦♥♥❡s q✉✐ s❛♥s ❡✉①✱ ❧❛
t❤ès❡ ♥✬❛✉r❛✐t ♣✉ ❛❜♦✉t✐r✳ ❆✐♥s✐✱ ❥❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r t♦✉s ❝❡✉① q✉✐ ♠✬♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❝❡tt❡
t❤ès❡✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❡rs♦♥♥❡ à q✉✐ ❥❡ t✐❡♥s à ❛❞r❡ss❡r ♠❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ❡st ●ré❣♦r② ❇♦♥♥❡t✱ ▼❛îtr❡
❞❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❍❉❘ à ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❈❛❡♥✱ q✉✐ ❡st ♠♦♥ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡✳ ❏❡ ❧❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♣♦✉r s❛
❣❡♥t✐❧❧❡ss❡✱ s❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ♣❡r♠❛♥❡♥t❡✱ ♣♦✉r t♦✉s s❡s ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r
♣❛rt❛❣é s❡s ❜r✐❧❧❛♥t❡s ✐♥t✉✐t✐♦♥s✱ q✉✐ ♠✬❛✉r♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❛♥s ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
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❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ▲❖❘■❆ ❞❡ ◆❛♥❝②✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ à ▲❛✉r❡♥t P❡r✉ss❡❧✱ Pr♦❢❡ss❡✉r ❞❡s ✉♥✐✈❡rs✐tés ❞❡ ❚♦✉✲
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❞❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❍❉❘ à ▲✬➱❝♦❧❡ ◆♦r♠❛❧❡ ❙✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❘❡♥♥❡s ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ ❢❛✐r❡ ♣❛rt✐
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♣♦✉r q✉✐ ❥✬❛✉r❛✐ t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ♣❡♥sé❡✳ ▼❛✐s ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❙✐♠♦♥❡ ❇♦❣❞❛♥s❦✐ ❡t ❏❡❛♥ ▲❡t✉r❝✳ ❱♦✉s
♠❡ ♠❛♥q✉❡③✳ ▼❡r❝✐ à t♦✉t❡ ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r s♦✉t❡♥✉✱ ♠❡r❝✐ à ♠❛ ♠èr❡✱ ♠♦♥ ♣èr❡✱ ♠♦♥
♦♥❝❧❡ P❤✐❧✐♣♣❡✱ ♠❛ s÷✉r✱ ♠♦♥ ❢rèr❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ♣❡rs♦♥♥❡s ❞❡ ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡✳
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❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❞é❝❡♥♥✐❡s✱ ❧✬■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❆rt✐✜❝✐❡❧❧❡ ❡st ❞❡✈❡♥✉❡ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❤❛r❡ ❞❡ ❧❛ r❡✲
❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✳ ▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡st ❛✐♥s✐ ♣❛ssé ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡
❧♦❣✐❝✐❡❧s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s✐♠♣❧❡s à ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧s
✐♥t❡❧❧✐❣❡♥ts✱ ❛✉t♦♥♦♠❡s ❡t ✐♥t❡r❛❣✐ss❛♥t ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❜❡❛✉✲
❝♦✉♣ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❈❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥ts s♦♥t ❛♣♣❡❧és ❞❡s ❛❣❡♥t ❛rt✐✜❝✐❡❧s✳ ❯♥ ❛❣❡♥t ♣❛rt❛❣❡
✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ✐♥t❡r❛❣✐t ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts✳ ❈❤❛q✉❡
❛❣❡♥t ❡st ❛♠❡♥é à ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ❡♥ ✈✉❡ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧s ♦✉ ❝♦❧❧❡❝t✐❢s
❡t ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉r ❧❡s ré❛❧✐s❡r✳ P♦✉r s❛✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ❛❣❡♥ts s❡ ré♣❛rt✐ss❡♥t ❧❡s
r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❧❡s ❛❣❡♥ts ❞♦✐✈❡♥t ✐♥t❡r❛❣✐r ❡♥tr❡ ❡✉①✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ✉♥ t❡❧ s②stè♠❡✱ ❞❡s ❛❣❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❝♦♥tr❛✐r❡s ❛✈❡❝ ❧❡s
❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts✱ ♦✉ ❛✈❡❝ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❝♦❧❧❡❝t✐❢s✳ ■❧ ❡st ❛✐♥s✐ ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ❛❣❡♥ts s♦✐❡♥t
❛♠❡♥és à tr♦♠♣❡r ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ré❛❧✐s❡r ❧❡✉rs ♦❜❥❡❝t✐❢s ❡t ❝❡ ❛✉ ❞étr✐♠❡♥t ❞❡s
❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts✳ ❯♥ ❛❣❡♥t ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣r♦♣❛❣❡r ❞❡s ❢❛✉ss❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ✉s✉r♣❡r ❧✬✐❞❡♥t✐té
❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t✱ ✐♥t❡r❝❡♣t❡r ❡t ❛❧tér❡r ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❣❡♥ts ♦✉ ❜✐❡♥ ❡♥❝♦r❡
♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣♦✉r ✐♥❝✐t❡r ❧❡s ❛✉tr❡s à ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ❡♥
s❛ ❢❛✈❡✉r✳ P♦✉r ❡♠♣ê❝❤❡r ❞❡s ❛❣❡♥ts ♠❛❧✐♥t❡♥t✐♦♥♥és ❞✬✐♥t❡r❛❣✐r ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s à ❧❡✉r ❞étr✐♠❡♥t✱
❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞♦tés ❞❡ rè❣❧❡s✱ ♥♦♠♠é❡s ♥♦r♠❡s✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ✐♥té❣r❡r ✉♥❡
♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❛✜♥ ❞✬✐♥❝✐t❡r ❧❡s ❛❣❡♥ts à ❜✐❡♥ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡r✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♥♦r♠❡ ❝♦♥s✐st❡
à ♦❜❧✐❣❡r ❧❡s ❛❣❡♥ts à s✐❣♥❛❧❡r ❛✉♣rès ❞✬✉♥❡ ❛✉t♦r✐té ❧❡s ❛❣❡♥ts q✉✐ ♥❡ tr❛♥s♠❡ttr❛✐❡♥t ♣❛s ❧❛
♠ê♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ à ❞❡✉① ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ❞✉ s②stè♠❡✳ ▼❛✐s ❧❡s ♥♦r♠❡s ♥❡ s✉✣s❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
♣❛s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡rt❛✐♥s ❛❣❡♥ts ♠❛❧✐♥t❡♥t✐♦♥♥és ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❝❡s ♥♦r♠❡s ❡♥ ❞é❝✐❞❛♥t✱ s♦✐t
❞❡ ♥❡ ♣❛s ❧❡s r❡s♣❡❝t❡r✱ s♦✐t ❡♥ ❥♦✉❛♥t s✉r ❝❡s ♠ê♠❡s ♥♦r♠❡s ♣♦✉r ✐♥❝✐t❡r ❧❡s ❛✉tr❡s à ❛❣✐r ❞✬✉♥❡
❝❡rt❛✐♥❡ ❢❛ç♦♥ ❡t ❝❡ s❛♥s q✉✬✐❧s ♥❡ s✬❛♣❡rç♦✐✈❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ♥♦✉s
♣❛r❧♦♥s ❞✬❛❣❡♥ts ♠❛❧❤♦♥♥êt❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s✱ ♥♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❞✬❛❣❡♥ts ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉rs✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♠♦❞è❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✉① ❛❣❡♥ts ❞❡
r❛✐s♦♥♥❡r ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♦ù ❝❡rt❛✐♥s ❛❣❡♥ts s♦♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉rs ❡t ♣❡✉✈❡♥t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❛❜✉s❡r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥tr❡t❡♥✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛❣❡♥ts✳ ❆✐♥s✐ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s
✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❡①♣r✐♠♦♥s ❛✈❡❝ ❝❡
♠♦❞è❧❡ ❝❡rt❛✐♥❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠❡♥s♦♥❣❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡✳
❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ❛✉tr❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ❡♥tr❡t❡♥✉❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❛❣❡♥ts✳
✶
✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❈❡tt❡ t❤ès❡ ♣r♦♣♦s❡ tr♦✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✿
✶✳ ✉♥ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ♥♦♠♠é ❧❡ s②stè♠❡ ❑❇❊ ✭▲❡t✉r❝
❛♥❞ ❇♦♥♥❡t✱ ✷✵✶✽❜✮ ❀
✷✳ ✉♥ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ♥♦♠♠é ❧❡ s②stè♠❡ ❚❇ ✭▲❡t✉r❝ ❛♥❞
❇♦♥♥❡t✱ ✷✵✶✼❀ ▲❡t✉r❝ ❛♥❞ ❇♦♥♥❡t✱ ✷✵✶✽❛✮ ❀
✸✳ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ♣♦✉r r❛✐s♦♥♥❡r ❛✈❡❝ ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠✉❧t✐✲♠♦❞❛❧❡s ❡t ❛♣✲
♣❧✐q✉é❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❚❇✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❞✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❡t ❞é✜♥✐r ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡s
tr❛✈❛✉① ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ q✉✐ s❡ s♦♥t ✐♥tér❡ssés à ❧❛ ❞ét❡❝t❡r ❡t à ❧❛ ❝♦♠❜❛ttr❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱
♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦✉t✐❧s ❧♦❣✐q✉❡s ♣♦rtés s✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡t ❞❡
♥♦t✐♦♥s ♣r♦❝❤❡s à ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡✱ ❧❡ ♠❡♥s♦♥❣❡✱ ❧❛ ♠❛❧❤♦♥♥êt❡té✱ ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡✱
♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♥♦s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳
❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♥♦♠♠é ❧❡ s②stè♠❡ ❑❇❊✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡r
s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❚❇ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✉① ❛❣❡♥ts
❞❡ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ♣rés❡♥t❡
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❚❇✱ ♣✉✐s
♥♦✉s ✐♠♣❧é♠❡♥t♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ❊♥✜♥✱
❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❜✐❧❛♥ ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉① ❡t ✐❞❡♥t✐✜❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣✐st❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s ❢✉t✉r❡s✳
Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡
➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s
❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts
✸

❈❤❛♣✐tr❡ ✶
▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s
♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts
❯s✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s à ✓ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✬♦r✐❡♥t❡r ❧❛
❝♦♥❞✉✐t❡ ❞❡ q✉❡❧q✉✬✉♥✱ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s q✉✬♦♥ ❞és✐r❡ ❡t s❛♥s q✉✬✐❧s ♥❡ s✬❡♥ r❡♥❞❡♥t
❝♦♠♣t❡ ✔ ✭▲❛r♦✉ss❡✱ ✶✽✻✼✮✳ ❉❛♥s ❧❡s s❝✐❡♥❝❡s s♦❝✐❛❧❡s✱ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ♣❛r❢♦✐s ❝♦♥s✐❞éré❡
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♠❡♥t❛❧ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ♠❛♥✐♣✉❧é ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥s❝✐❡♥t ❞❡ ❝❡ q✉✐ ❡st ❡♥
tr❛✐♥ ❞❡ s❡ ♣❛ss❡r ♦✉ ♥❡ ♣❡✉t t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t r✐❡♥ ❢❛✐r❡ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✭❱❛♥ ❉✐❥❦✱ ✷✵✵✻✮✳ ❊❧❧❡ ❡st
❛✉ss✐ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛❝t✐✈✐té q✉✐ ✈✐s❡ ✓ à ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ❜✉t s♦✉❤❛✐té ❬✳ ✳ ✳ ❪ ♣❛r ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡✱
❧❛ ❝♦❡r❝✐t✐♦♥ ❡t ❧❛ r✉s❡✱ s❛♥s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ✐♥térêts ♦✉ ❞❡s ❜❡s♦✐♥s ❞❡s ♣❡rs♦♥♥❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s
❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ✔ ✭❇♦✇❡rs✱ ✷✵✵✸✮✳ ❉❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡t é❝♦♥♦♠✐q✉❡✱ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st
✉♥❡ t❡♥t❛t✐✈❡ ♣❛r ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❞❡ str✉❝t✉r❡r ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡s ❝❤❛♥❝❡s ❞✬✉♥❡ ✐ss✉❡ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ♦✉ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡s ❝❤❛♥❝❡s ❞✬✉♥❡ ✐ss✉❡
❞é❢❛✈♦r❛❜❧❡ ✭▼❛♦③✱ ✶✾✾✵✮✳ ❉❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ✈♦t❡✱ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞és✐❣♥❡ t♦✉t❡ str❛té❣✐❡
♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ♣❛r ✉♥ ❛❣❡♥t ❡t ✈✐s❛♥t à ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ❢❛✉① ♣r♦✜❧ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❛✜♥ ❞❡ s✬❛ss✉r❡r ❞✬✉♥
rés✉❧t❛t ♣ré❢éré à ❝❡❧✉✐ q✉✐ s❡r❛✐t ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t s♦♥ ✈ér✐t❛❜❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ✭●✐❜❜❛r❞✱
✶✾✼✸✮✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t
❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❛✉① ❛❣❡♥ts ❛rt✐✜❝✐❡❧s✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à ❞❡s ❛❣❡♥ts✱ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶ ♣ré✲
s❡♥t❡ ❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts ❡t s✬✐♥tér❡ss❡ ❞❛✈❛♥t❛❣❡ à ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞✬❛❣❡♥ts✱ ❛♣♣❡❧és ❛❣❡♥ts
❝♦❣♥✐t✐❢s✱ ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❡✉rs ét❛ts ♠❡♥t❛✉① ✶✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ét❛ts ♠❡♥t❛✉① ❞❡s ❛✉tr❡s
❛❣❡♥ts ❝♦♠♠❡ ❧❡✉rs ❝r♦②❛♥❝❡s✱ ❧❡✉rs ❞és✐rs✱ ❧❡✉rs ♣ré❢ér❡♥❝❡s✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡✉rs ✐♥t❡♥t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ✉♥
s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s s❝✐❡♥❝❡s s♦❝✐❛❧❡s s✬✐♥tér❡ss❡♥t à ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
❡t ❛♣♣♦rt❡♥t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥✱ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt
s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡s s❝✐❡♥❝❡s s♦❝✐❛❧❡s✳ ❊♥ s❡
❢♦♥❞❛♥t s✉r ❝❡t ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✱ ♥♦✉s r❡t❡♥♦♥s ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡
♥♦s tr❛✈❛✉①✳ ▲❡s s❡❝t✐♦♥s ✶✳✸ ❡t ✶✳✹ ♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ♣❡r✲
✶✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛❞r❡✱ ✉♥ ét❛t ♠❡♥t❛❧ ❞és✐❣♥❡ t♦✉t ét❛t ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡✱ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❞❡ ❞és✐rs✱ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱
❡t t♦✉t ét❛t ✐♥t❡♥t✐♦♥♥❡❧✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✉♥ ❛❣❡♥t s❡ tr♦✉✈❡✳ ❯♥ ét❛t ♠❡♥t❛❧ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ❡st s♦✉✈❡♥t ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❝r♦✐r❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❞és✐r❡r ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✷
♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ét❛ts ♠❡♥t❛✉① ❝♦♥s✐❞érés ❞❛♥s ❧❡s ❛❣❡♥ts ❝♦❣♥✐t✐❢s✳
✺
✻ ▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ ❚❛①♦♥♦♠✐❡ ❞❡s ❛❣❡♥ts ✭❋r❛♥❦❧✐♥ ❛♥❞ ●r❛❡ss❡r✱ ✶✾✾✻✮
♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ♣✉✐s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠❜❛ttr❡ ❞❛♥s
❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✺ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳
✶✳✶ ❉❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts
✶✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❡t t❛①♦♥♦♠✐❡s
❉❡♣✉✐s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✾✵ ✉♥ ✐♥térêt ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ ❡st ♣♦rté s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts ✭❲♦♦❧✲
❞r✐❞❣❡✱ ✷✵✵✾✮✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ✭❙❤♦❤❛♠✱
✶✾✾✸❀ ❲♦♦❧❞r✐❞❣❡ ❛♥❞ ❏❡♥♥✐♥❣s✱ ✶✾✾✹❀ ❏❡♥♥✐♥❣s ❛♥❞ ❲♦♦❧❞r✐❞❣❡✱ ✶✾✾✻❀ ❋r❛♥❦❧✐♥ ❛♥❞ ●r❛❡ss❡r✱
✶✾✾✻❀ P❛♥❛✐t ❛♥❞ ▲✉❦❡✱ ✷✵✵✺✮✳ P♦✉r ✭P❛♥❛✐t ❛♥❞ ▲✉❦❡✱ ✷✵✵✺✮✱ ✉♥ ❛❣❡♥t ❡st ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐q✉❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛✉t♦♥♦♠❡ t♦✉t ❡♥ ét❛♥t ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r
❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❞❛♥s s♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✬✐❧ ❛ ♣✉ ❡♥ ♣❡r❝❡✈♦✐r✳ ✭❏❡♥♥✐♥❣s
❛♥❞ ❲♦♦❧❞r✐❞❣❡✱ ✶✾✾✻✮ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t q✉❛♥t✲à✲❡✉① q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ❡st ✉♥❡ ❡♥t✐té ❛✉t♦♥♦♠❡ ❝❛♣❛❜❧❡
❞❡ ❝♦♥trô❧❡r s♦♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡t ❞✬❛❣✐r ❡♥ ✈✉❡ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ s❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s✱ ❡t ❝❡✱ à ♣❛r✲
t✐r ❞❡ ❧❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ q✉✬✐❧ ❛ ♣✉ ❛✈♦✐r ❞❡ s♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ P♦✉r ✭❙❤♦❤❛♠✱ ✶✾✾✸✮✱ ✉♥ ❛❣❡♥t ❡st
✉♥❡ ❡♥t✐té q✉✐ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❝♦♥t✐♥✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛✉t♦♥♦♠❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♦ù
❞✬❛✉tr❡s ♣r♦❝❡ss✉s s❡ ❞ér♦✉❧❡♥t ❡t ❞✬❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ❡①✐st❡♥t✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ✭❋r❛♥❦❧✐♥ ❛♥❞ ●r❛❡ss❡r✱
✶✾✾✻✮ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ❡st ✉♥❡ ❡♥t✐té ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♦✉ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡ ♣❧♦♥❣é❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ❡♥✈✐✲
r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ♣❡r❝❡✈♦✐r ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝❡ ❞❡r♥✐❡r à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs ❡t ❞✬❛❣✐r s✉r ❝❡❧✉✐✲❝✐
à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❡✛❡❝t❡✉rs✳
❚♦✉t❡s ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♦♥t ❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥ts ❝♦♠♠✉♥s q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ✿
✖ ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛✉t♦♥♦♠❡ ❀
✖ ♣❡r❝❡✈♦✐r s♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❀
✖ ❛❣✐r ❞❛♥s ❡t s✉r s♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳
■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞✬❛❣❡♥ts ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❛❣❡♥ts ❧♦❣✐❝✐❡❧s✱ ❧❡s ❛❣❡♥ts ♠♦❜✐❧❡s✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡
❧❡s ❛❣❡♥ts ♣❤②s✐q✉❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ t❛①♦♥♦♠✐❡ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① t②♣❡s ❛❣❡♥ts✳ ❉❛♥s
❉❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts ✼
❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ✭❘✉ss❡❧❧ ❛♥❞ ◆♦r✈✐❣✱ ✷✵✶✻✮ ❝❛r ❝❡❧❧❡✲❝✐
❝♦♥s✐❞èr❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝♦♠♠✉♥s ♣rés❡♥tés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡t ❡❧❧❡ ♥❡ s❡ r❡str❡✐♥t ♣❛s à ✉♥
s❡✉❧ t②♣❡ ❞✬❛❣❡♥t✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶ ✲ ❆❣❡♥ts ✿ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❛❣❡♥t✱ t♦✉t❡ ❡♥t✐té ♣❤②s✐q✉❡ ♦✉ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❞♦té❡ ❞✬✉♥
♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❛✉t♦♥♦♠❡✱ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ♣❡r❝❡✈♦✐r ❡t ❞✬❛❣✐r ❞❛♥s s♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✭❘✉ss❡❧❧
❛♥❞ ◆♦r✈✐❣✱ ✷✵✶✻✮✳
▲♦rsq✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❣❡♥ts ✐♥t❡r❛❣✐ss❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡ ❡♥✈✐r♦♥♥❡✲
♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❞❡ s②stè♠❡✲♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts ✭❲♦♦❧❞r✐❞❣❡✱ ✷✵✵✾✮✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷ ✲ ❙②stè♠❡s ▼✉❧t✐✲❆❣❡♥ts ✿ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s s②stè♠❡ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts ✭❙▼❆✮✱ ✉♥
s②stè♠❡ ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛❣❡♥ts ❢♦r♠❛♥t ✉♥❡ ♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❛❣❡♥ts s♦♥t s✐t✉és ❞❛♥s
✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦♠♠✉♥ ❡t ♣❛rt❛❣é q✉✬✐❧s ♣❡rç♦✐✈❡♥t✱ ❡t ♣❡✉✈❡♥t ❛❣✐r s✉r ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ■❧s ❞✐s♣♦s❡♥t
❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❞✬♦❜❥❡❝t✐❢s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧s ♦✉ ❝♦❧❧❡❝t✐❢s✱ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱ ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡s✱ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
♣r✐✈é❡s✱ ❡t ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ❡♥tr❡ ❛❣❡♥ts ❞✉ s②stè♠❡ ✭❲♦♦❧❞r✐❞❣❡✱ ✷✵✵✾✮✳
■❧ ❡①✐st❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts ✿ ❧❡s s②s✲
tè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts ❝❡♥tr❛❧✐sés ❡t ❞é❝❡♥tr❛❧✐sés✳ ❉❛♥s ✉♥ ❙▼❆ ❝❡♥tr❛❧✐sé✱ ❧❡s ❛❣❡♥ts ♣r❡♥♥❡♥t ❧❡✉rs
❞é❝✐s✐♦♥s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ❝❡♥tr❛❧ q✉✐ ❞é❝✐❞❡ à ❧❡✉r ♣❧❛❝❡✳ ❉❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t ❞é✲
❝❡♥tr❛❧✐sé✱ ❧❡s ❛❣❡♥ts ♣r❡♥♥❡♥t ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ s❛♥s ♣❛ss❡r ♣❛r
❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ❝❡♥tr❛❧✳ ❉❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts ❞é❝❡♥tr❛❧✐sés✱ ❧❡s ❛❣❡♥ts s♦♥t
❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❛♠❡♥és à ✐♥t❡r❛❣✐r ❡♥tr❡ ❡✉① ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t tr♦✐s t②♣❡s ❞✬ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
♣♦ss✐❜❧❡s ✿ ❧❛ ❝♦♦♣ér❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♥❡✉tr❛❧✐té ❡t ❧❛ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥✳ ❉❡s ❛❣❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♦♣ér❡r ❧♦rsq✉❡ ❧❡s
r❡ss♦✉r❝❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♦✉ ❧❡s ❝♦♠♣ét❡♥❝❡s s♦♥t ✐♥s✉✣s❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ♠❛✐s q✉❡ ❧❡s ❛❣❡♥ts
♦♥t ❞❡s ❜✉ts ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✳ ▲❡s ❛❣❡♥ts ✈♦♥t ❞♦♥❝ s✬❡♥tr❛✐❞❡r ❛✜♥ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❡✉rs ❜✉ts ✭❋❡r❜❡r ❛♥❞
❲❡✐ss✱ ✶✾✾✾✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ❛❣❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡♥ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧❡✉rs ♦❜❥❡❝t✐❢s ♥❡ s♦♥t
♣❛s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s à ❝❛✉s❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❡t✴♦✉ ❞❡ ❝♦♠♣ét❡♥❝❡s ✐♥s✉✣s❛♥t❡s✳
P♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s✱ ❧❡s ❛❣❡♥ts s♦♥t ❞♦tés ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ✐♥t❡r♥❡s✳ ❈❡s ♣r♦❝❡ss✉s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❞é❧✐❜ér❛t✐❢s ♦✉ ré❛❝t✐❢s✳ ❯♥ ❛❣❡♥t ❞é❧✐❜ér❛t✐❢✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❛✉ss✐ ❛❣❡♥t ❝♦❣♥✐t✐❢✱ r❛✐s♦♥♥❡
s✉r ❧❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ q✉✬✐❧ ❛ ❞❡ s♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❞❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s
à ❡✛❡❝t✉❡r t❛♥❞✐s q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ré❛❝t✐❢ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ♣✐❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♣ré❞é✜♥✐s ❡t ré❛❣✐t
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à s❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ♠♦♥❞❡✳ ▲❡s ❛❣❡♥ts ré❛❝t✐❢s s♦♥t ❢♦♥❞és✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✉r ✉♥❡
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ s✉❜s♦♠♣t✐♦♥ ✭❇r♦♦❦s✱ ✶✾✽✻✮ t❡❧❧❡ q✉✬✐❧❧✉stré❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✳ ❉❛♥s ❝❡ ❣❡♥r❡
❞✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ✉♥ ❛❣❡♥t ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ q✉✐ ❧✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❡r❝❡✈♦✐r s♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❝♦♠♣ét❡♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ❡t ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❡①é❝✉t✐♦♥
q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❛❝t✐♦♥s q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t ♠❡t ❡♥ ÷✉✈r❡✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❛❣❡♥ts ❝♦❣♥✐t✐❢s✱ ❧❡
♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡st r❛♣✐❞❡ ❡t r❡✢èt❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s ♣❡r❝❡♣t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❛❣❡♥ts ré❛❝t✐❢s s♦♥t ❧✐♠✐tés à ❧❡✉r s✐♠♣❧❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ♥❡
♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ s❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ét❛ts
❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡s ❞❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts✳ ▲♦rsq✉❡ ❞❡s ❛❣❡♥ts ♦♥t ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❝♦♥tr❛✐r❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s
❛❣❡♥ts ❞✉ s②stè♠❡✱ ❝❡rt❛✐♥s ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ✉♥ ✐♥térêt à ♠❡♥t✐r✱ tr♦♠♣❡r ♦✉ ✐♥✢✉❡♥❝❡r ❞✬❛✉tr❡s
❛❣❡♥ts ❞✉ s②stè♠❡✳ ▼❛✐s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡ t❡❧❧❡s ❛❝t✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ s❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❝❡
✽ ▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ s✉❜s♦♠♣t✐♦♥ ✭❋❧♦r❡❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾✮
q✉❡ s❛✈❡♥t ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ❡t ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ♣r❡♥♥❡♥t ❧❡✉rs ❞é❝✐s✐♦♥s✳ P♦✉r
♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡ t❡❧❧❡s str❛té❣✐❡s✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❝❡s ❛❣❡♥ts s❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧✬ét❛t
❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✐❧s s❡ s✐t✉❡♥t ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧✬ét❛t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts s♦♥t✳ ◆♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❞✬ét❛ts
♠❡♥t❛✉① ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✷✮✳ ❉❡ t❡❧s ❛❣❡♥ts ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❞é❧✐❜ér❡r s✉r ❧❡s ét❛ts ♠❡♥t❛✉① s♦♥t ❛♣♣❡❧és
❛❣❡♥ts ❝♦❣♥✐t✐❢s✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s ❛❣❡♥ts ❝♦❣♥✐t✐❢s✳
✶✳✶✳✷ ❆❣❡♥ts ❝♦❣♥✐t✐❢s
▲❡s ❛❣❡♥ts ❝♦❣♥✐t✐❢s r❛✐s♦♥♥❡♥t s✉r ❧❡ ♠♦♥❞❡ q✉✐ ❧❡s ❡♥t♦✉r❡ à tr❛✈❡rs ❧❡✉rs ét❛ts ♠❡♥t❛✉①✳ ❯♥
ét❛t ♠❡♥t❛❧ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥ ❛❣❡♥t ❡t ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s
❞✬ét❛ts ♠❡♥t❛✉①✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✉❝❝✐♥❝t❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ét❛ts ♠❡♥t❛✉① ✿
▲❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞é❝r✐✈❡♥t ❝❡ q✉❡ s❛✐t ❧✬❛❣❡♥t ❞✬✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦✉ s✉r ❝❡ q✉❡ s❛✈❡♥t ❧❡s ❛✉tr❡s
❛❣❡♥ts ❀
▲❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❞é❝r✐✈❡♥t ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ♣♦ssè❞❡ s✉r ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦✉ s✉r ❝❡ q✉❡
❝r♦✐❡♥t ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ❀
▲❡s ❝❤♦✐① ❞é❝r✐✈❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❢✉t✉r❡s ♣♦ss✐❜❧❡s q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ♣❡✉t ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡
♣❛r ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s ❞❛♥s s♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❀
▲❡s ❞és✐rs ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❡s ✈♦❧♦♥tés ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t à ✈♦✉❧♦✐r ❛❣✐r ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧❡s ❞és✐rs
s♦♥t s♦✉✈❡♥t r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ s✉r ❞❡s ❝❤♦✐① ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t✳
❙♦✉✈❡♥t ❧❡s ❞és✐rs s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ❝❤❡r❝❤❡ à s❛t✐s❢❛✐r❡ ❀
▲❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❡s ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t à ❛❣✐r ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡t ❛✈❡❝
✉♥ ❡♥❣❛❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t à ré❛❧✐s❡r ❝❡s ❝❤♦✐① ❀
▲❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞é❝r✐t ❧❛ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t à s❡ ✜❡r s✉r ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡rt❛✐♥s
❞❡ s❡s ❛❝t❡s ♦✉ ❞❡ s❡s ♣r♦♣♦s ❛✉ r❡❣❛r❞ ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣r♦♣r✐été ❝♦♠♠❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s❛
s✐♥❝ér✐té✱ s❛ ✜❛❜✐❧✐té✱ s❛ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ à ❛❣✐r✱ s❛ ❝❛♣❛❝✐té à ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ t❛❝❤❡ q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❞♦♥♥é❡✱
❡t❝✳ ❀
❉❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts ✾
❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✕ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❇❉■ ✭❋❧♦r❡❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾✮
▲❡s é♠♦t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ❞é❝r✐✈❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét❛ts ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✉♥ ❛❣❡♥t s❡ tr♦✉✈❡ ♣❛r r❛♣✲
♣♦rt à ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❥♦✐❡✱ ❧❛ ✈✐❣✐❧❛♥❝❡✱ ❧✬❛♣♣ré❤❡♥s✐♦♥✱ ❧❛ tr✐st❡ss❡✱
❧✬❛✈❡rs✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦❧èr❡ ❡t ❧❛ ♣❡✉r s♦♥t ❞❡s ét❛ts é♠♦t✐♦♥♥❡❧s✳
▲❡s ♣r♦❝❡ss✉s ✐♥t❡r♥❡s ❞❡s ❛❣❡♥ts ❝♦❣♥✐t✐❢s s❡ ❢♦♥❞❡♥t s♦✉✈❡♥t s✉r ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❇❉■ ✷ ✭❘❛♦
❛♥❞ ●❡♦r❣❡✛✱ ✶✾✾✶✮ t❡❧❧❡ q✉✬✐❧❧✉stré❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✸✳ ❈❡tt❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❇❉■ ♣❡r♠❡t à ✉♥ ❛❣❡♥t
❞❡ r❛✐s♦♥♥❡r ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ s❡s ét❛ts ♠❡♥t❛✉① ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ❝❡✉① ❞❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ❞✉
s②stè♠❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞✉❧❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ♣♦✉r r❛✐s♦♥♥❡r s✉r
❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t ♣♦ssè❞❡ s✉r s♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ q✉✐ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❞és✐rs ❞✬✉♥
❛❣❡♥t✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t à ❧✬❛❣❡♥t ❞✬✐♥❢ér❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r s❡s
❞és✐rs✳ ▲❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❡t r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts
ét❛ts ♠❡♥t❛✉①✳ ❊❧❧❡s ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛♣♣❡❧és ♠♦❞❛❧✐tés✱ ❧❡s ♠♦❞❛❧✐tés ❛ss♦❝✐❡♥t ✉♥❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ à ✉♥ t②♣❡ ❞✬ét❛t ♠❡♥t❛❧ ✭❇❧❛❝❦❜✉r♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ✐♥t❡r♥❡s ❛✉① ❛❣❡♥ts✱ q✉✬✐❧s s♦✐❡♥t ré❛❝t✐❢s ♦✉
❞é❧✐❜ér❛t✐❢s✱ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡①❝❧✉s✐❢s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♣♦✉r ❞❡s
❛❣❡♥ts à ❧❛ ❢♦✐s ré❛❝t✐❢s ❡t ❞é❧✐❜ér❛t✐❢s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ■♥t❡❘❘❛♣ ♣♦✉r ❘❡❛❝t✐✈❡✲
❉❡❧✐❜❡r❛t✐✈❡ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♦✉ ❚♦✉r✐♥❣ ▼❛❝❤✐♥❡s ✭▲❡♠❛îtr❡ ❛♥❞ ❱❡r❢❛✐❧❧✐❡✱ ✷✵✵✼✮ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡
❞✬❛❣❡♥ts ❤②❜r✐❞❡s✳ ▲❡ ♠♦❞✉❧❡ ré❛❝t✐❢ ❞é❝✐❞❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s à ❡✛❡❝t✉❡r ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡
❞❡s ♣❡r❝❡♣t✐♦♥s ❞❡ ❝❡t ❛❣❡♥t ♠❛✐s ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✱ ❧✬❛❣❡♥t ❞é❧✐❜èr❡ s✉r ❧❡s ♣r♦❝❤❛✐♥❡s ❛❝t✐♦♥s à
❡✛❡❝t✉❡r s✉r ❧❡ ♠♦♥❞❡✳ ▲✬❛❝t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ r❡t❡♥✉❡ ❡st ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♠❜✐♥és✳
▲❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♣rés❡♥té❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧❡s s❡✉❧❡s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s ❛r❝❤✐t❡❝✲
t✉r❡s ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ✐♥t❡r♥❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞✬❛❣❡♥ts ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦♣r✐étés✳
✷✳ ❇❉■ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① t❡r♠❡s ❇❡❧✐❡❢s ❉❡s✐r❡s ■♥t❡♥t✐♦♥s✳
✶✵ ▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts
❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ✕ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❋❛❚✐▼❛ ✭❉✐❛s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ❛❣❡♥ts é♠♦t✐♦♥♥❡❧s✱ ❧❡s ❛❣❡♥ts ✐♥t❡♥t✐♦♥♥❡❧s✱ ❧❡s ❛❣❡♥ts r❛t✐♦♥✲
♥❡❧s ❡t ❧❡s ❛❣❡♥ts ❝♦♠♠✉♥✐❝❛♥ts✳
❆❣❡♥ts é♠♦t✐♦♥♥❡❧s P❛r♠✐ ❧❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❤②❜r✐❞❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛❣❡♥ts ❝♦❣♥✐t✐❢s✱ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
❋❛❚✐▼❛✱ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✹✱ ♣❡r♠❡t à ❞❡s ❛❣❡♥ts ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❡s ét❛ts é♠♦t✐♦♥♥❡❧s
❞❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❡tt❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ✭❉✐❛s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮ ♣♦✉r
s✐♠✉❧❡r ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬❡s♣r✐t ✸✱ ❡t ♣❡r♠❡ttr❡ à ❞❡s ❛❣❡♥ts ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ❡♥ s❡ ❢♦♥❞❛♥t
s✉r ❧❡s ét❛ts ♠❡♥t❛✉① ❞❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ❞✉ s②stè♠❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞✉❧❡s ✿
✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❧✐és ❛✉① ét❛ts ❞❡s ❛❣❡♥ts ❝♦♠♠❡
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✓ ❧❛ ❞és✐r❛❜✐❧✐té ✔✱ ✓ ❧❛ ❞és✐r❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❛✉tr✉✐ ✔✱ ✓ ❧❡ st❛t✉t ❞✬✉♥ ❜✉t ✔✱ ♦✉ ♠ê♠❡
❡♥❝♦r❡ ✓ ❝❡ q✉✐ ❡st ❞✐❣♥❡ ❞✬é❧♦❣❡s ✔✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ♠♦❞✉❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ st❛t✉❡r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s
❝♦♠♣♦s❛♥ts✱ ❡t ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s s✉r ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ q✉❡❧ t②♣❡ ❞✬é♠♦t✐♦♥s ✈❛ êtr❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ❛❣❡♥t✱
❡t ❝❡✱ ❡♥ s❡ ❢♦♥❞❛♥t s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❖❈❈ ✭❆❞❛♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❖❈❈ ❡st ✉♥❡ t❤é♦r✐❡
♣s②❝❤♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s é♠♦t✐♦♥s✱ ✭❆❞❛♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮ s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❡t ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥
❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❞✐✛ér❡♥ts ét❛ts é♠♦t✐♦♥♥❡❧s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣❡✉r✱ ❧❛ ❥♦✐❡✱ ❧✬❡s♣♦✐r✱
♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ❝♦❧èr❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❥♦✐❡ ② ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❝r♦✐r❡ ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
❝♦♠♠❡ ✈r❛✐❡ t♦✉t ❡♥ ❞és✐r❛♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ▲❛ ♣❡✉r ❡st ❞é✜♥✐❡ q✉❛♥t✲à✲❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡
s✬❛tt❡♥❞r❡ à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ♥♦♥ ❞és✐ré❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝❡tt❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé❡
♣❛r ✭❘❡✐s✱ ✷✵✶✷✮ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ à ✉♥ ❛❣❡♥t ❞❡ ❞é❧✐❜ér❡r ❞❡ s♦rt❡ à tr♦♠♣❡r ❞✬❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ❞✉
s②stè♠❡ ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧❡✉rs ét❛ts é♠♦t✐♦♥♥❡❧s✳ ❯♥ ❛❣❡♥t ❛②❛♥t ♣❡✉r ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡
s✉r ❧❡ ♠♦♥❞❡ ✈❛ êtr❡ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✐♥✢✉❡♥ç❛❜❧❡ q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t q✉✐ ❡♥ ❡st ✐♥❞✐✛ér❡♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥
❛❣❡♥t ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥t ♣❡✉t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❥♦✉❡r s✉r ❧❡s ❝r❛✐♥t❡s ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ❡♥ ❧❡ ♠❡♥❛ç❛♥t ❞❡ ❧❡s
ré❛❧✐s❡r s✐ ❧✬❛❣❡♥t ♥❡ ✈❡✐❧❧❡ ♣❛s à ❢❛✐r❡ ❝❡ q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t ♠❛❧✈❡✐❧❧❛♥t ❛tt❡♥❞ ❞❡ ❧✉✐✳ ❈❡ ♣r♦❝é❞é ❞❡
♣r❡ss✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♠❡♥❛❝❡ ♣♦rt❡ ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❝♦❡r❝✐t✐♦♥ ❡♥ ♣s②❝❤♦❧♦❣✐❡✳
✸✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬❡s♣r✐t ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❛r✉ ❞❛♥s ✭Pr❡♠❛❝❦ ❛♥❞ ❲♦♦❞r✉✛✱ ✶✾✼✽✮ ♦ù ❧❡s ❛✉t❡✉rs
❞é✜♥✐ss❡♥t ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t à ✐♥❢ér❡r ❧❡s ét❛ts ♠❡♥t❛✉① ❞❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ❝♦♠♠❡ ❧❡✉rs
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱ ❧❡✉rs ❝r♦②❛♥❝❡s✱ ❧❡✉rs ❞és✐rs✱ ❡t ❧❡✉rs ✐♥t❡♥t✐♦♥s✳
❉❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts ✶✶
❆❣❡♥ts ✐♥t❡♥t✐♦♥♥❡❧s ❈❡tt❡ ✈♦❧♦♥té ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t à ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❡s ét❛ts
♠❡♥t❛✉① ❡t ❞❡ s✬❡♥❣❛❣❡r à ré❛❧✐s❡r ✉♥ ❝❤♦✐① ♣♦ss✐❜❧❡ tr❛❞✉✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ♠ê♠❡ ❞✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ✭❈♦❤❡♥
❛♥❞ ▲❡✈❡sq✉❡✱ ✶✾✾✵✮✳ ◆♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❛❧♦rs ❞✬❛❣❡♥ts ✐♥t❡♥t✐♦♥♥❡❧s✳ ▲❡s ❝❤♦✐① ❡✛❡❝t✉és ♣❛r ❧❡s ❛❣❡♥ts
s♦♥t r❛r❡♠❡♥t ❧❡ ❢r✉✐t ❞✉ ❤❛s❛r❞✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ ❛❣❡♥t ✈❛ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❝❤❡r❝❤❡r ❞❛✈❛♥t❛❣❡ à s❛t✐s✲
❢❛✐r❡ s❡s ❞és✐rs ❡t s❡s ❜✉ts ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ✈❡✐❧❧❡r à ❛♠❡♥❡r ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ q✉✐ ♥❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❛✉❝✉♥
✐♥térêt ♣♦✉r ❧✬❛❣❡♥t✳ ❈❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡st à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ r❛t✐♦♥❛❧✐té ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t✳
❆❣❡♥ts r❛t✐♦♥♥❡❧s ❯♥ ❛❣❡♥t ❡st r❛t✐♦♥♥❡❧ s✐ ❝❡t ❛❣❡♥t ♣r❡♥❞ s❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ à
t♦✉❥♦✉rs s❛t✐s❢❛✐r❡ ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ s❡s ❞és✐rs ❡t ❜✉ts ✭❲♦♦❧❞r✐❞❣❡✱ ✷✵✵✸✮✳ ▲❡s ❞és✐rs ❡t ❜✉ts
q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ❞♦✐t s❛t✐s❢❛✐r❡ s♦♥t s♦✉✈❡♥t r❡♣rés❡♥tés s♦✐t ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té✱ s♦✐t ♣❛r ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❣❛✐♥ q✉✐ à ❝❤❛q✉❡ ❜✉t ❛❝❝♦♠♣❧✐ ✈❛ ❛ss♦❝✐❡r ✉♥❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ✭❇✐♥♠♦r❡ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮✳
❆✐♥s✐ ✉♥ ❛❣❡♥t r❛t✐♦♥♥❡❧ ✈❛ ❞♦♥❝ t♦✉❥♦✉rs ❝❤❡r❝❤❡r à rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ r❛t✐♦♥❛❧✐té ❡st ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❡♥ é❝♦♥♦♠✐❡
♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❡t ❛♥t✐❝✐♣❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❛❣❡♥ts ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❯♥ ❛❣❡♥t r❛t✐♦♥♥❡❧
✈❛ ❞♦♥❝ ❝❤❡r❝❤❡r à ❛tt❡✐♥❞r❡ s❡s ❜✉ts ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t ❝r♦✐t q✉❡ s♦♥ ❜✉t ❡st ❛tt❡✐♥t ♦✉ q✉❡
❝❡ ❜✉t ❡st ❞❡✈❡♥✉ ✐♥❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ✭❈♦❤❡♥ ❛♥❞ ▲❡✈❡sq✉❡✱ ✶✾✾✵✮✳ P♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❛✉① ❛❣❡♥ts ❞❡
♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡s ❜✉ts ❡t ❞és✐rs ❛❝❝♦♠♣❧✐s✱ ❧❡s ❛❣❡♥ts ❞♦✐✈❡♥t ♣❧❛♥✐✜❡r ❡♥ ❛♠♦♥t ♣♦✉r s❛✈♦✐r q✉❡❧
❝❤♦✐① ✐❧s ❞♦✐✈❡♥t ❡✛❡❝t✉❡r ♣♦✉r ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é✳
❆❣❡♥ts ❝♦♠♠✉♥✐❝❛♥ts P♦✉r ✐♥t❡r❛❣✐r✱ ❧❡s ❛❣❡♥ts ❞♦✐✈❡♥t ❜✐❡♥ s♦✉✈❡♥t ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r✱ ♥♦✉s
♣❛r❧♦♥s ❛❧♦rs ❞✬❛❣❡♥ts ❝♦♠♠✉♥✐❝❛♥ts✳ ■❧ ❡①✐st❡ tr♦✐s ♠❛♥✐èr❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛❣❡♥ts ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ✿
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢❛ç♦♥ ❡st ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ q✉❡ ❞♦✐✈❡♥t s✉✐✈r❡ ❧❡s ❛❣❡♥ts ❞✉ s②stè♠❡✱ ❧❛
s❡❝♦♥❞❡ ♣❡✉t ♣❛ss❡r ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❧❛ st✐❣♠❡r❣✐❡ ✹ ❡t ❡♥✜♥
❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❞❡s ❛❝t❡s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡s ✭❙❡❛r❧❡✱ ✶✾✻✾✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❛❣❡♥ts ❝♦❣♥✐t✐❢s✱
♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ❛✉① ❛❝t❡s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡✳ ❯♥ ❛❝t❡ ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r tr♦✐s
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✿
❈♦♠♣♦s❛♥t❡ ❧♦❝✉t♦✐r❡ ✿ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❢❛✐t q✉✬✉♥ é♥♦♥❝é ❞♦✐t s✉✐✈r❡ ❞❡s rè❣❧❡s s②♥t❛①✐q✉❡s ❀
❈♦♠♣♦s❛♥t❡ ✐❧❧♦❝✉t♦✐r❡ ✿ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ s❡♥s ❡t ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ à ❧✬é♥♦♥❝é ❀
❈♦♠♣♦s❛♥t❡ ♣❡r❧♦❝✉t♦✐r❡ ✿ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡✛❡t ré❛❧✐sé s✉r ❧❡ ❞❡st✐♥❛t❛✐r❡ ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é✳
❯♥ ❛❣❡♥t ❆♥♥❡ ❞✐t à ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t ❊✈❡ ✿ ✓ P❡✉①✲t✉ ♠❡ ❞✐r❡ s✐ t✉ ❛s ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❝❡t ❛❣❡♥t
P❛✉❧ ❄ ✔✳ ❉❛♥s ❝❡t é♥♦♥❝é✱ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❧♦❝✉t♦✐r❡ ❡st ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♣♦sé❡ ♣❛r ❧✬❛❣❡♥t ❆♥♥❡✱ ❧❛
❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ✐❧❧♦❝✉t♦✐r❡ ❡st ✐♥t❡rr♦❣❛t✐✈❡ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♣❡r❧♦❝✉t♦✐r❡ ❡st ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
❧✬❛❣❡♥t ❊✈❡✳ ▲❡s ❛❝t❡s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡ é♠✐s ♣❛r ✉♥ ❛❣❡♥t ♦♥t ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡s
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✬❛✉tr✉✐✱ ♥♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❛❧♦rs ❞✬❡✛❡t ♣❡r❢♦r♠❛t✐❢✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ♣❡r❢♦r✲
♠❛t✐❢s ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❛❝t❡s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡s ✿
❆ss❡rt✐❢ ✿ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❞✐r❡✱ ❛✣r♠❡r✱ ✐♥❢♦r♠❡r ❀
❉✐r❡❝t✐❢ ✿ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡r✱ ré❝❧❛♠❡r✱ s✉♣♣❧✐❡r ❀
❈♦♠♠✐ss✐❢ ✿ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ♣r♦♠❡ttr❡✱ ❣❛r❛♥t✐r✱ r❡❢✉s❡r ❀
✹✳ ▲❛ st✐❣♠❡r❣✐❡ ❡st ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✐♥❞✐r❡❝t❡ ❡♥tr❡ ❛❣❡♥ts ❡t ❝♦♥s✐st❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à ❞é♣♦s❡r
❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ♣❤ér♦♠♦♥❡s ♣♦✉r ✐♥❝✐t❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ❞✉ s②stè♠❡✳
✶✷ ▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts
❉é❝❧❛r❛t✐❢ ✿ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡r✱ ✐♥t❡rr♦❣❡r✱ ❝♦♥s✉❧t❡r ❀
❊①♣r❡ss✐❢ ✿ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❢é❧✐❝✐t❡r✱ ❡①❝✉s❡r✱ ❛♣♣r♦✉✈❡r✱ ❞é♣❧♦r❡r✳
❈❡s ❛❝t❡s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞♦♥❝ ❛✉① ❛❣❡♥ts ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ❡♥tr❡ ❡✉①✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❡s
❛❣❡♥ts ❝♦❣♥✐t✐❢s ♣❡✉✈❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ❝❡s ❛❝t❡s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡s ♣♦✉r ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❛♥s
❧❡ ❜✉t ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡r✱ ♦✉ ❞❡ tr♦♠♣❡r ❞✬❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ❞✉ s②stè♠❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡rt❛✐♥s ❞❡ ❝❡s ❛❣❡♥ts
♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐ ♥❡ ♣❛s êtr❡ ✜❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✬✐❧s tr❛♥s♠❡tt❡♥t ♠❛✐s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t✱
❛✈♦✐r été s✐♥❝èr❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ré❣✉❧❡r
❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❛❣❡♥ts ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❛✉ s②stè♠❡ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥tr❡
❛❣❡♥ts ♦✉ ❞❡ ♥♦r♠❡s✳
✶✳✶✳✸ ❘é❣✉❧❡r ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❛❣❡♥ts
▲♦rsq✉❡ ❞❡s ❛❣❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠❛❧✐♥t❡♥t✐♦♥♥és ♦✉ ♠❛❧❤♦♥♥êt❡s ✺ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡
❞❡✉① s②stè♠❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré❣✉❧❡r ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❛❣❡♥ts ✿ ❧❡s s②stè♠❡s ♥♦r♠❛t✐❢s ❡t ❧❡s
s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ▲❡s s②stè♠❡s ♥♦r♠❛t✐❢s ✐♥tè❣r❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♥❞✉✐t❡
à r❡s♣❡❝t❡r✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿ ✓ ■❧ ❡st ✐♥t❡r❞✐t ❞❡ ♠❡♥t✐r ✔✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ✓ ❚✉ ❞♦✐s r❡♥❞r❡ ❧❛ ♣❛r❡✐❧❧❡
à t♦✉t ❛❣❡♥t t❡ r❡♥❞❛♥t ✉♥ s❡r✈✐❝❡ ✔✳ ▲❡s ❛❣❡♥ts s♦♥t ❛❧♦rs s❛♥❝t✐♦♥♥és ♣❛r ❞❡s ♣é♥❛❧✐tés s✬✐❧s ♥❡
r❡s♣❡❝t❡♥t ♣❛s ❝❡s rè❣❧❡s✳ ▲❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✐♥tè❣r❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❛❣❡♥ts✳
❉❡s ❛❣❡♥ts r❡❝♦♥♥✉s ❝♦♠♠❡ ♠❛❧❤♦♥♥êt❡s ♦✉ ♠❛❧✐♥t❡♥t✐♦♥♥és ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥s✐❞érés ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡
❡t s♦♥t ❛❧♦rs é❝❛rtés ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣❡✉t s❡ ❢♦♥❞❡r s✉r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡s
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥tér✐❡✉r❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❛❣❡♥t✱ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡✱ ♦✉
❡♥❝♦r❡ s✉r ❧❡s té♠♦✐❣♥❛❣❡s tr❛♥s♠✐s ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ❞✉ s②stè♠❡✳ ❈❡s té♠♦✐❣♥❛❣❡s ❧♦rsq✉✬✐❧s
s♦♥t ❛❣ré❣és ❢♦♥❞❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❛♣♣❡❧é❡ ré♣✉t❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❛❧♦rs ❞❡
s②stè♠❡s ❞❡ ré♣✉t❛t✐♦♥✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❡ t❡❧s s②stè♠❡s ♥❡ s✉✣s❡♥t ♣❛s ♣♦✉r ❡♠♣ê❝❤❡r ❞❡s ❛❣❡♥ts ♠❛❧✐♥t❡♥t✐♦♥♥és ❞✬❛❣✐r✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡rt❛✐♥s ❛❣❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t ❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡s ♥♦r♠❡s ❡t ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥tr❡t❡♥✉❡ ❡♥tr❡ ❛❣❡♥ts ♣♦✉r
❡♥ t✐r❡r ✉♥ ❛✈❛♥t❛❣❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❡♥ ❞✐s❝✉t♦♥s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✸✳
❙②stè♠❡s ♥♦r♠❛t✐❢s
❯♥ s②stè♠❡ ♥♦r♠❛t✐❢ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts
❝♦♠♠✉♥s ❡♥tr❡ ❛❣❡♥ts ♠❛✐s ❛✉ss✐ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ❞é♦♥t✐q✉❡s✳ P♦✉r
é✈✐t❡r ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♥♦♥ ❞és✐r❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts✱ ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥s✐st❡ à
✐♥té❣r❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♥♦r♠❡s✱ ♦❜❧✐❣❡❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s ❛❣❡♥ts à ❜✐❡♥ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡r✳ P♦✉r
✭❇♦❡❧❧❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✱ ✉♥ s②stè♠❡ ♥♦r♠❛t✐❢ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
rè❣❧❡s ❞é♦♥t✐q✉❡s ❛♣♣❡❧é❡s ♥♦r♠❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❡t q✉❡ ❧❡s ❛❣❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞é❝✐❞❡r s✬✐❧s
❞♦✐✈❡♥t s✉✐✈r❡ ♦✉ ♥♦♥ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s s②stè♠❡s ♥♦r♠❛t✐❢s ♣ré❝✐s❡♥t ❞❛♥s
q✉❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ ❧❡s ❛❣❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t ❞é❝✐❞❡r ❞❡ ❝♦♠♠❡♥t ♠♦❞✐✜❡r ❝❡s ♥♦r♠❡s✳ ❇♦❡❧❧❛ ❡t ❛❧✳ ♣ré❝✐s❡♥t
q✉✬✉♥ t❡❧ s②stè♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠é❝❛♥✐s♠❡s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r✱ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r✱
✺✳ ◆♦✉s ❡♥t❡♥❞♦♥s ♣❛r ❛❣❡♥ts ♠❛❧✐♥t❡♥t✐♦♥♥és✱ ✉♥ ❛❣❡♥t q✉✐ ❛ ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s à ❧✬é❣❛r❞ ❞✉ s②stè♠❡✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✓ ❇❧❡ss❡r ♦✉ ❡♥❞♦♠♠❛❣❡r ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ✔✳ ❯♥ ❛❣❡♥t ❡st ♠❛❧❤♦♥♥êt❡ s✬✐❧ ♠❛♥q✉❡ ❞❡
♣r♦❜✐té à ❧✬é❣❛r❞ ❞✉ s②stè♠❡✱ ✐✳❡✳ s✬✐❧ ♥❡ r❡s♣❡❝t❡ ♣❛r ✉♥❡ ♥♦r♠❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✓ ▼❡♥t✐r ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❛❧♦rs q✉❡
❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣❡r♠✐s ✔✳
❉❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts ✶✸
❞✐str✐❜✉❡r✱ ❞ét❡❝t❡r✱ ❝ré❡r✱ ♠♦❞✐✜❡r ❡t ❢❛✐r❡ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ♥♦r♠❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡
r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞é❧✐❜ér❡r s✉r ❧❡s ♥♦r♠❡s✳
◆♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞é♦♥t✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ♥♦r♠❛t✐❢ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡
❧❡s ♥♦r♠❡s✳ ▲❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞é♦♥t✐q✉❡s ♣rés❡♥té❡s ❤✐st♦r✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ✭❱♦♥ ❲r✐❣❤t✱ ✶✾✺✶✮ ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞✬é❝r✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s ❧❡s ♥♦r♠❡s ❞✉ s②stè♠❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s
❞é♦♥t✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✓ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❧❡s ❛❣❡♥ts ❞✐s❡♥t
t♦✉❥♦✉rs ❧❛ ✈ér✐té ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✔✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬♦❜❧✐❣❛✲
t✐♦♥ ✭▼❡②❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✽✮ ✿ ❧❡ ✓ ❝❡ q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ✔ ✻ q✉✐ ✐♠♣♦s❡♥t ❛✉① ❛❣❡♥ts ❧❡s ét❛ts ❞✉ s②stè♠❡
❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❞♦✐t êtr❡ ❡t ❧❡ ✓ ❝❡ q✉✐ ❞♦✐t s❡ ❢❛✐r❡ ✔ ✼ q✉✐ ❝♦♥tr❛✐♥t ❧❡s ❛❣❡♥ts à ❡✛❡❝t✉❡r
❝❡rt❛✐♥❡s ❛❝t✐♦♥s ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t✳
❉❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞é♦♥t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s
♥♦r♠❡s✳ P♦✉r ✭❉✐❣♥✉♠✱ ✶✾✾✾✮✱ ✐❧ ❡♥ ❡①✐st❡ tr♦✐s ✿ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ♣r✐✈é✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❝♦♥tr❛t ❡t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ à r❡s♣❡❝t❡r ❡♥tr❡ ❛❣❡♥ts✳ ▲❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s✱ ❝❡ ♥✐✈❡❛✉
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛✉ ❢❛✐t q✉✬✓ ✉♥ ❛❣❡♥t ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♦♣ér❛t✐❢ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✔✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡
♥✐✈❡❛✉ ❝♦♥tr❛t ❞és✐❣♥❡ ❧❡s ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s ❛✉t♦r✐s❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❛❣❡♥ts✱ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡
❝❡ ♥✐✈❡❛✉ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ré♣❡r❝✉ss✐♦♥s ❡♥ ❝❛s ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛
♣❛rt✐❡ ♣r✐✈é❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ♥♦r♠❡s q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ✈❛ r❡s♣❡❝t❡r ♦✉ ♥♦♥✱ à ❝❡ ♥✐✈❡❛✉✱ ✉♥❡ ♥♦r♠❡
❞✬♦❜❧✐❣❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❧❡ ❜✉t q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t s✬♦❜❧✐❣❡ à t❡♥✐r✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❡s s②stè♠❡s
♥♦r♠❛t✐❢s✱ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé ♣❡✉t s❡ ré❢ér❡r à ✭❚❡st❡r✐♥❦✱ ✷✵✶✼✮✳
❙②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ré♣✉t❛t✐♦♥
❯♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ✐♥❝✐t❡r ❞❡s ❛❣❡♥ts à ❜✐❡♥ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡r ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥té❣r❡r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡✳ ◆♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❛❧♦rs ❞❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ▼❛✐s ♣♦✉r ♣❛r❧❡r
❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ❆✐♥s✐✱
✭❈❛st❡❧❢r❛♥❝❤✐ ❛♥❞ ❋❛❧❝♦♥❡✱ ✷✵✶✵✮ ♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧s
♠❡tt❡♥t ❡♥ ❧✉♠✐èr❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡s à ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳
▲❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡st ❛✉ ❝÷✉r ❞❡ ♥♦s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥str✉✐t ❧✬♦r❞r❡ s♦❝✐❛❧
❡t r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥ ❝②❝❧❡ ✿ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✲ ❛❞❤és✐♦♥ ✲ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛❧❡ ✲ ré❣✉❧❛r✐té✳ ▲❛
❝♦♥✜❛♥❝❡ ❛ ❞❡s ré♣❡r❝✉ss✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ✭❡♥tr❡ ❛❣❡♥ts✮ ❡t ❣❧♦❜❛❧❡s ✭❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥s
❞✬❛❣❡♥ts✮✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦r♠❡s ❝♦♠♠❡✱ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥tr❛t s♦❝✐❛❧✱ ♦✉ ❡♥
❧✬❛✉t♦r✐té ❥✉❞✐❝✐❛✐r❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ♥é❣♦❝✐❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♥✬❡st ♣❛s
q✉✬✉♥❡ ♥♦r♠❡ s♦❝✐❛❧❡ ♦✉ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ét❛t ♠❡♥t❛❧✳ ❆✐♥s✐ ✭❈❛st❡❧❢r❛♥❝❤✐ ❛♥❞
❋❛❧❝♦♥❡✱ ✷✵✶✵✮ ét✉❞✐❡♥t ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♠❛✐s
❛✉ss✐ ❧❡s ❛s♣❡❝ts ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥✱
❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡♥t✐♦♥s✱ ❞❡ ❧✬❛❝t❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ s♦✐ ♦✉ ❞❡ s✬❛✉t♦r✐s❡r à ❞é❧é❣✉❡r
❞❡s ❛❝t✐♦♥s✳ ■❧s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t t♦✉s ❧❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ s♦❝✐♦✲
❝♦❣♥✐t✐❢ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ■❧s ♠❡tt❡♥t ❡♥ ✈❛❧❡✉rs ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s
à ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✿ ❧❡ r✐sq✉❡ ❡t ❧❛ ❞é❧é❣❛t✐♦♥ q✉✐ s♦♥t ❛ss♦❝✐és à ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ P♦✉r
❡✉①✱ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♥✬❛ ❧✐❡✉ ❞✬êtr❡ q✉❡ ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ r✐sq✉❡ ❞❡rr✐èr❡ ❧✬♦❜❥❡t s✉r ❧❡q✉❡❧ ♣♦rt❡
✻✳ ❚r❛❞✉✐t ✓ ♦✉❣❤t✲t♦✲❜❡ ✔ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✳
✼✳ ❚r❛❞✉✐t ✓ ♦✉❣❤t✲t♦✲❞♦ ✔ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✳
✶✹ ▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts
❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ❝♦♥✜❡ s❡s ❝❧és ❞✬❛♣♣❛rt❡♠❡♥t à ✉♥ ✈♦✐s✐♥ ♣♦✉r q✉✬✐❧
s✬♦❝❝✉♣❡ ❞❡ s❡s ❛♥✐♠❛✉① ❡♥ s♦♥ ❛❜s❡♥❝❡✱ ❝❡tt❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ♣r❡♥❞ ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❧❛✐ss❡r s♦♥ ❛♣♣❛rt❡♠❡♥t
à ❧❛ ♠❡r❝✐ ❞❡ t♦✉t ❧❡ ♠♦♥❞❡✳ ❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♣❡rs♦♥♥❡ ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ❡❧❧❡ ❞é❧è❣✉❡
❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉rr✐r s❡s ❛♥✐♠❛✉① ❛✉ ✈♦✐s✐♥✳ ▼❛✐s ❧✬❛s♣❡❝t ❞❡ ❞é❧é❣❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ s❡✉❧ ❛s♣❡❝t
❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ❧❛ ♣❡rs♦♥♥❡ é✈♦q✉é❡ ❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❢❛✐t ❛✉ss✐ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧✬❤♦♥♥êt❡té ❞❡ s♦♥
✈♦✐s✐♥ ♣♦✉r ♥❡ r✐❡♥ ✈♦❧❡r ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❛rt❡♠❡♥t✳ ❆✐♥s✐ ❈❛st❡❧❢r❛♥❝❤✐ ❡t ❋❛❧❝♦♥❡ ❞é❝r✐✈❡♥t ❞✬❛✉tr❡s
❛s♣❡❝ts ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥t❡①t❡✱ ✉♥ ❛❣❡♥t ❳ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❨ ♣♦✉r
♣❧✉s✐❡✉rs r❛✐s♦♥s✳ ▲❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs ♣r❡♥❞r❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠❡s ❝♦♠♠❡ ✿
✖ ✉♥❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t ❨ ❛✉r❛ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❡r q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ✭❝♦♥✜❛♥❝❡ s✉r ❧❡s
✐♥t❡♥t✐♦♥s✮ ❀
✖ ✉♥❡ ❝r♦②❛♥❝❡ q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t ❨ ❡st ✜❛❜❧❡ ❡t s✐♥❝èr❡ ✭❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❡t s✐♥❝ér✐té✮ ❀
✖ ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ✭♦✉ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥✮ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ❨ à ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❛❝t✐♦♥ ✭❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞✐s♣♦s✐✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡✮ ❀
✖ ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣t❡r s✉r ❨ ✭❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ ❞é❧é❣❛t✐♦♥✮ ❀
✖ ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ s♦❝✐❛❧❡ s✉r ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❛❣❡♥ts ✭❝♦♥✜❛♥❝❡ s♦❝✐❛❧❡✮ ❀
✖ ✉♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦✉ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❢✉t✉r ✭❝♦♥✜❛♥❝❡ s✉r ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✮✳
❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ s❡ ❞é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t
❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣r♦♣r✐été ❛❜str❛✐t❡ ❡st r❡s♣❡❝té❡ ♣❛r ✉♥ ❛✉tr❡
❛❣❡♥t✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❛❜str❛✐t❡ ♣❡✉t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ❧❛ ❞é❧é❣❛t✐♦♥✱ ❧❛ s✐♥❝ér✐té✱ ❧✬❤♦♥♥êt❡té✱ ♦✉
❡♥❝♦r❡ à ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té✳ ▲❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ❣❧♦❜❛❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t ♣♦✉r q✉✐ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡
❡st ❞❡st✐♥é❡ r❡s♣❡❝t❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣r♦♣r✐été ❛❜str❛✐t❡✱ ♦✉ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡❧❛t✐✈❡ à ✉♥❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ❯♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ✿ ✓ ❧❡ ❣❛r❛❣✐st❡ ❳ ❡st ✜❛❜❧❡ ♣♦✉r ré♣❛r❡r ❧❡s ✈♦✐t✉r❡s ✔✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ✓ ▼✳ ❨ ❡st s✐♥❝èr❡
❧♦rsq✉✬✐❧ ❞✐t q✉❡ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❢♦✉r♥✐ ❡st ❞❡ ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té ✔✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ s❡ ❢♦♥❞❛♥t s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡
✭❈❛st❡❧❢r❛♥❝❤✐ ❛♥❞ ❋❛❧❝♦♥❡✱ ✷✵✶✵✮✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸ ✲ ❈♦♥✜❛♥❝❡ ❛❜str❛✐t❡ ✿ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❛❜str❛✐t❡✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥
❛❣❡♥t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t r❡s♣❡❝t❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣r♦♣r✐été ❛❜str❛✐t❡✳ ▲❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡
❛❜str❛✐t❡ ❡st ❞✐t❡ r❡❧❛t✐✈❡ à ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ s✐ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t q✉✐ ❛❞r❡ss❡ s❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ♣♦rt❡
s✉r ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❛❜str❛✐t❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ♣♦✉r q✉✐ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡st ❛❞r❡ssé❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❛✈♦✐r ❞❡s ❛s♣❡❝ts q✉❛♥t✐t❛t✐❢s ❝♦♠♠❡ ❧❡
s♦✉❧✐❣♥❡♥t ❈❛st❡❧❢r❛♥❝❤✐ ❡t ❋❛❧❝♦♥❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ♠❡s✉r❛❜❧❡ ❡♥ ❞❡❣rés ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
✉♥ ❛❣❡♥t ♣❡✉t s❡ ✜①❡r ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ s❡❧♦♥ ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ✈❛ ❛❝❝❡♣t❡r ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ❈❡ ❞❡❣ré
❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ♣❡✉t ❡t ❞♦✐t ❛✉ss✐ r❡♣♦s❡r s✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ r✐sq✉❡ ❡♥❝♦✉r✉ à ❢❛✐r❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à
q✉❡❧q✉✬✉♥✳ ■❧s ♣r♦♣♦s❡♥t ❛✉ss✐ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ♠é✜❛♥❝❡ s✉r ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❢❛✐r❡
❝♦♥✜❛♥❝❡ ♦✉ ♥♦♥ à ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t✳
❈❡t ❛s♣❡❝t ❧✐é à ❧❛ ♠é✜❛♥❝❡ ❛ ❛✉ss✐ été ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ét✉❞✐é❡ ♣❛r ❈❛st❡❧❢r❛♥❝❤✐ ❡t ❋❛❧❝♦♥❡✳ ■❧s
ét✉❞✐❡♥t ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡t ❧❛ ♠é✜❛♥❝❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ét✉❞✐❡♥t ❧❡ ❧✐❡♥
étr♦✐t ❡♥tr❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡t ❝❡rt❛✐♥s ét❛ts é♠♦t✐♦♥♥❡❧s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣❡✉r ♦✉ ❧❛ s✉r♣r✐s❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛
❉❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts ✶✺
❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣❡✉t ✈❛r✐❡r ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥ ❛✉tr❡ ❛s♣❡❝t ét✉❞✐é ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✿ ❝♦♠♠❡♥t ♣❡✉t✲♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡✱ ❝♦♠♠❡♥t ❞✐✛✉s❡r ❞❡ ❧❛
❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡t ❝ré❡r ✉♥❡ ❛t♠♦s♣❤èr❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❝♦♠♠❡♥t ♣ré❞✐r❡ q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ✈❛
❢❛✐r❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t ❄ ❈❛st❡❧❢r❛♥❝❤✐ ❡t ❋❛❧❝♦♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡♥t ❛❧♦rs ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à ❧❛
❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❛✉t♦r✐té ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ à ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡
✐♥s♣✐ré❡ ♣❛r ❧❛ r❡ss❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❛❣❡♥ts ✭❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♠✐t❛t✐❢s✮✱ à ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲tr❛♥s✐t✐✈✐té
❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ à ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ♦✉ ✐♥❞✐r❡❝t❡✱ ❡t ❧❡s ❧✐❡♥s
❡♥tr❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❛✉t♦♥♦♠✐❡ s♦♥t ❛✉ss✐ ét✉❞✐és✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ ♠♦②❡♥ ♣♦✉r ✉♥ ❛❣❡♥t
❆♥♥❡ ❞✬❛❝❝♦r❞❡r s❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ✉♥ ❛❣❡♥t ❊✈❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡❣❛r❞❡r ♣♦✉r q✉❡❧❧❡s tâ❝❤❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s✱
❧✬❛❣❡♥t ❆♥♥❡ ❛ ❞é❥à ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ❊✈❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t ❈❛st❡❧❢r❛♥❝❤✐ ❡t ❋❛❧❝♦♥❡ ♠❡tt❡♥t ❡♥ ❣❛r❞❡ s✉r ✉♥ ♣♦✐♥t ✿ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐
êtr❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ■❧s ❛✣r♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ré❡❧❧❡ str❛té❣✐❡ ♣♦✉r ♠❛♥✐♣✉❧❡r q✉❡❧q✉✬✉♥
❝♦♥s✐st❡ ❛✈❛♥t t♦✉t à ❥♦✉❡r s✉r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ❆✐♥s✐ s✬✐♥tér❡ss❡♥t✲✐❧s à ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ✉♥ ❛❣❡♥t
♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡t ❝❡❧❛ ♣❛ss❡ ♣❛r ❝❡ q✉✬✐❧s ❛♣♣❡❧❧❡♥t ❧❡ ❝❛♣✐t❛❧
r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ❧❡ ❝❛♣✐t❛❧ s♦❝✐❛❧✳ ■❧s ♣r♦♣♦s❡♥t ❛❧♦rs ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ rés❡❛✉ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s
❡t ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡ ❝❛♣✐t❛❧ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧ ♣❡✉t êtr❡ ♠❛♥✐♣✉❧é ♣❛r ❞❡s ❢❛✉ss❡s ❝r♦②❛♥❝❡s✳
❊♥✜♥✱ ✐❧s ❞✐st✐♥❣✉❡♥t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡✮✱
❞✬✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❛♣♣❡❧é❡ ✿ ❧❛ ré♣✉t❛t✐♦♥✳ ▲❡s s②stè♠❡s ❞❡ ré♣✉t❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ré♣✉t❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❣❡♥ts q✉✬✐❧s ❞♦✐✈❡♥t ❛❝❝♦r❞❡r à ✉♥ ♣r♦❞✉✐t✱ à ✉♥ ✈❡♥❞❡✉r ♦✉ à
✉♥ s❡r✈✐❝❡ ✭❘✉❛♥ ❛♥❞ ❉✉rr❡s✐✱ ✷✵✶✻✮✳ P♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❛ ré♣✉t❛t✐♦♥✱ ❧❡s ❛❣❡♥ts s✬é❝❤❛♥❣❡♥t ❞❡s
té♠♦✐❣♥❛❣❡s ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣❛ssé❡s ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts✱ ♣✉✐s ♣❛r ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥s
s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s té♠♦✐❣♥❛❣❡s ♦❜t❡♥✉s✱ ❧❡s ❛❣❡♥ts é✈❛❧✉❡♥t ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ q✉✬✐❧s ✈♦♥t
❛❝❝♦r❞❡r à ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t✳ ❯♥ t❡❧ s②stè♠❡ ✈❛ êtr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦sé ❞❡ tr♦✐s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ✿
✶✳ ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ à ❝❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t ✿ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❀
✷✳ ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡t ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡s té♠♦✐❣♥❛❣❡s ✿ ✢♦ts ❞❡ té♠♦✐❣♥❛❣❡s ❀
✸✳ ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré♣✉t❛t✐♦♥ ✿ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣✉t❛t✐♦♥✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ré♣✉t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ✈❛ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t êtr❡ ✐♥✢✉❡♥❝é❡ ♣❛r ❧❡s
té♠♦✐❣♥❛❣❡s ❡♥✈♦②és ♣❛r ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ❞✉ s②stè♠❡✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥ ❛❣❡♥t ♠❛❧✐♥t❡♥t✐♦♥♥é ♣❡✉t
❛✈♦✐r ✉♥ ✐♥térêt ❞❡ tr♦♠♣❡r ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ✭❍♦✛♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮ ✿ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ♣♦✉r ❞✐✛✉s❡r
❞❡s ♠❛❧✇❛r❡s ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ♣❛✐r à ♣❛✐r✱ ♠❡♥t✐r s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t✱ ♦✉ ❞✐✛❛♠❡r ❞❡s
❝♦♥❝✉rr❡♥ts ❡t ❝❡✱ ❡♥ ✉s❛♥t ❞❡ ❧❛ ré♣✉t❛t✐♦♥ q✉✬✐❧s ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡✳
❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ré♣✉✲
t❛t✐♦♥ ✭❏♦s❛♥❣ ❛♥❞ ■s♠❛✐❧✱ ✷✵✵✷❀ ❑❛♠✈❛r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ P❛❣❡ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾✮✭❝❢✳ ✶✳✶✳✸✮✳ ❈❡rt❛✐♥s ❞❡
❝❡s s②stè♠❡s ♣❡✉✈❡♥t r❡♣♦s❡r s✉r ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s ✢♦✉❡s ✭❋❛❧❝♦♥❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❀ ❑❛♥t ❛♥❞ ❇❤❛r❛❞✲
✇❛❥✱ ✷✵✶✸❀ ❲❛♥❣ ❛♥❞ ❍✉❛♥❣✱ ✷✵✵✼✮ ❡t ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡
❡t ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❉✬❛✉tr❡s tr❛✈❛✉① s✬✐♥tér❡ss❡♥t à ✉♥❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡
♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s ✭❉✉♥❞✉❛ ❛♥❞ ❯r✐❞✐❛✱ ✷✵✶✵❀ ❍❡r③✐❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ ❙✐♥❣❤✱ ✷✵✶✶❀
❙♠✐t❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮ ✽✳ ❈❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐✲
♥❛✐s♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞❛❧✐tés ❞✬✐♥t❡♥t✐♦♥s✱ ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡s✱ ❞✬❛❝t✐♦♥s ♦✉ ❞❡ ❜✉ts q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t
✽✳ ◆♦✉s r❡✈❡♥♦♥s ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷
✶✻ ▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts
♣♦ssè❞❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té s♣é❝✐✜q✉❡✳ ❙✐ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❢❛✲
❝✐❧❡♠❡♥t ❝❡rt❛✐♥s ❛s♣❡❝ts ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞é❧é❣❛t✐♦♥✱ ❡❧❧❡s s✬✐♥tér❡ss❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t
à ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts✳ ❖r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ré♣✉t❛t✐♦♥✱ ❧❡s
❛❣❡♥ts s♦♥t ❛♠❡♥és à ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ♣♦✉r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❡r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té
❞❡s s❡r✈✐❝❡s ♣r♦♣♦sés ♣❛r ❞❡s ❛❣❡♥ts t✐❡rs✳ ❙✐ ❝❡rt❛✐♥s tr❛✈❛✉① s♦♥t ♣❧✉tôt ❝♦♥s❛❝rés ❛✉① ❛s♣❡❝ts
❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✭▲♦r✐♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❀ ❋❛♥ ❛♥❞ ▲✐❛✉✱ ✷✵✶✻✮✱
❞✬❛✉tr❡s s♦♥t ❝♦♥s❛❝rés à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ q✉✬❡①♣r✐♠❡ ✉♥ ❛❣❡♥t ❡♥✈❡rs ❧❡ ❞✐s❝♦✉rs
❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t ✭❈❤r✐st✐❛♥s♦♥ ❛♥❞ ❍❛r❜✐s♦♥✱ ✶✾✾✼❀ ❉❡♠♦❧♦♠❜❡✱ ✷✵✵✹❀ ▲✐❛✉✱ ✷✵✵✸❀ ❉❛st❛♥✐ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✹✮✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té tr♦✐s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré❣✉❧❡r ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡
❧❡s ❛❣❡♥ts ✿ ❧❡s s②stè♠❡s ♥♦r♠❛t✐❢s✱ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡t ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ré♣✉t❛t✐♦♥✳ ❈❡s
s②stè♠❡s s♦♥t ❢♦♥❞és s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ❞❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts✱ ✐❧
❡①✐st❡ ❞❡s ❛❣❡♥ts ♠❛❧✐♥t❡♥t✐♦♥♥és ♦✉ ♠❛❧❤♦♥♥êt❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡ t❡❧s s②stè♠❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❡①♣❧♦✐tés ♣❛r ❝❡rt❛✐♥s ❛❣❡♥ts ❝♦❣♥✐t✐❢s ♣♦✉r ♠✐❡✉① ✐♥✢✉❡♥❝❡r✱ tr♦♠♣❡r ♦✉ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❧❡s ❛❣❡♥ts
❞✉ s②stè♠❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ♣✉✐s ♥♦✉s
♣rés❡♥t♦♥s ❝❡rt❛✐♥❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ t❡❧s s②stè♠❡s✳
✶✳✷ ❈♦♠♣r❡♥❞r❡ ❡t ❞é✜♥✐r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❡♥
t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ré♣✉t❛t✐♦♥ ♦ù ❡❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡
✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t à ✉♥ ❛❣❡♥t ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡r ❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ✐♥❞✐✈✐✲
❞✉❡❧ ✭♦✉ ❝♦❧❧❡❝t✐❢✮ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛❣❡♥ts à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❢❛✉ss❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛✜♥ q✉❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs
♣r❡♥♥❡♥t ✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ à ❧✬❛❣❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ✭❱❛❧❧é❡✱ ✷✵✶✺✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♥✬❡st ❞é✜♥✐❡ q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s✱ ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s s♣é✲
❝✐✜q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ✈♦t❡ ♦✉ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ré♣✉t❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♥❡
♣❡✉✈❡♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s s②stè♠❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s rés❡❛✉① s♦❝✐❛✉①✱ ♦ù ❞❡s ❤✉♠❛✐♥s ♣❡✉✈❡♥t
❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❧❛ ♣s②❝❤♦❧♦❣✐❡ s♦❝✐❛❧❡✱
♣♦✉r ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞✬❛✉tr❡s ❤✉♠❛✐♥s✳ ❯♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ♣❡✉t ❛❧♦rs ✉t✐❧✐s❡r ❝❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ♣s②❝❤♦✲
❧♦❣✐q✉❡s ♣♦✉r ✐♥✢✉❡♥❝❡r ❧❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ êtr❡ ❤✉♠❛✐♥ s❛♥s q✉✬✐❧ ♥❡ s✬❡♥ r❡♥❞❡ ❝♦♠♣t❡✳
▲✬❛❣❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ♥✬❛ ❛❧♦rs ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t r❡❝♦✉rt à ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❢❛✉ss❡s ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s ♣♦✉r ♠❛♥✐♣✉❧❡r✳ ✭❏♦✉❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r
❧❡s êtr❡ ❤✉♠❛✐♥s ❞❛♥s ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ q✉✬✐❧s ♥♦♠♠❡♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉♠✐ss✐♦♥ ❧✐❜r❡♠❡♥t ❝♦♥s❡♥✲
t✐❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❧❡ ♣✐❡❞ ❞❛♥s ❧❛ ♣♦rt❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ♦❜t❡♥✐r
✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣ré♣❛r❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡ ♣♦✉r ❧✬❛♠❡♥❡r ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t à ♣r❡♥❞r❡
✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡♥ ❢❛✈❡✉r ❞✉ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r✳ ❯♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ♣❡✉t ❛✉ss✐ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♥♦r♠❡s
s♦❝✐❛❧❡s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♣♦✉r ✐♥✢✉❡♥❝❡r ❧❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ❞✬❛✉tr❡s ❤✉♠❛✐♥s✳ ✭❈✐❛❧❞✐♥✐✱ ✷✵✶✷✮ ❡①♣❧✐q✉❡
q✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ s♦♥t ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❡s ♥♦r♠❡s s♦❝✐❛❧❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡
s♦❝✐❛❧❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ♠♦♥tr❡r à ✉♥ ❛❣❡♥t ✈✐❝t✐♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s
❛❣❡♥ts ❡①❤✐❜❡♥t ♣♦✉r ❧✬✐♥❝✐t❡r à ✐♠✐t❡r ❝❡s ❛❣❡♥ts✳ ◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡
✭●✐❜❜❛r❞✱ ✶✾✼✸✮ ❡t ❞❡ ✭❱❛❧❧é❡✱ ✷✵✶✺✮ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❞❛♥s ✉♥ t❡❧ ❝♦♥t❡①t❡ ♣✉✐sq✉❡
❈♦♠♣r❡♥❞r❡ ❡t ❞é✜♥✐r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✶✼
❧❡✉r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♥✬② ❡st ❞é✜♥✐❡ q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡rt❛✐♥❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ré✈é❧é❡s
♣❛r ✉♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ❛✉① ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ❞✉ s②stè♠❡✳ ❖r✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❧✬❡①♣❧✐q✉❡r✱ ✉♥❡
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♥❡ r❡♣♦s❡ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ tr❛♥s♠✐s❡✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ r❡♣♦s❡r
s✉r ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♣é❝✐✜q✉❡ ❞❡s ❛❣❡♥ts✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣é♥ér❛❧❡ à ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s
❝❤❡r❝❤♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ à ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ♣❛r ❧❡s s❝✐❡♥❝❡s s♦❝✐❛❧❡s ❝❡ q✉❡ ❧❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❞é✜♥✐ss❡♥t
♣❛r ✓ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✔✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✶ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❝❡s s❝✐❡♥❝❡s✳ ❈❡t ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ à
❝❡ t❡r♠❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✸ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s
s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts✳
✶✳✷✳✶ ◗✉✬❡st✲❝❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ s❝✐❡♥❝❡s ❤✉♠❛✐♥❡s ❄
▲❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❡♥ s❝✐❡♥❝❡s s♦❝✐❛❧❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❡♥ ❞és❛❝❝♦r❞s q✉❛♥t à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ✭❑❧✐❣♠❛♥ ❛♥❞ ❈✉❧✈❡r✱ ✶✾✾✷✮ s♦✉❧✐❣♥❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ✓ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✔ ❡st
s♦✉✈❡♥t ❡♠♣❧♦②é ❡♥ ♣s②❝❤✐❛tr✐❡ ♠❛✐s r❛r❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ♦✉ ❞✐s❝✉té✳ P♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ♣s②❝❤✐❛tr❡s✱ ❧❛ ♠❛✲
♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❝t❡ ❞✬❛❧tér❡r ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s ❡♥ ❧❡ ♣r✐✈❛♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡
❞❡ ❧❡✉rs ❝❤♦✐① ❞é❧✐❜érés ✭❈❧❛✐r✱ ✶✾✻✻❀ ❑❧✐❣♠❛♥ ❛♥❞ ❈✉❧✈❡r✱ ✶✾✾✷❀ ❙✉♥st❡✐♥✱ ✷✵✶✺✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥❡
t❡❧❧❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛♠è♥❡r❛✐t à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝♦♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❡rs✉❛s✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❧❛
tr♦♠♣❡r✐❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ❝♦❡r❝✐t✐♦♥✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ s♦✉❧✐❣♥❡ ✭❘✉❞✐♥♦✇✱ ✶✾✼✽✮✱ ✓ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s
❣❡♥s ❞✐st✐♥❣✉❡r❛✐❡♥t ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡rs✉❛s✐♦♥✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦❡r❝✐t✐♦♥✱ ❞✬❛✉tr❡
♣❛rt ✔ ✳ ❆✐♥s✐ ✭❍❛♥❞❡❧♠❛♥✱ ✷✵✵✾✮ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ✓ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛
❝♦❡r❝✐t✐♦♥✱ ♥✐ ❞❡ ❧❛ ♣❡rs✉❛s✐♦♥ ❡t ♥✬❡st ♣❛s t♦✉t à ❢❛✐t s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡ ✔✳
❆✐♥s✐ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ q✉❛tr❡ ✈✐s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✿ ❝❡✉① q✉✐ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧❛
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ✈❛❣✉❡✱ ❝❡✉① q✉✐ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡①❡r❝✐❝❡
❞✉ ♣♦✉✈♦✐r s✉r ❛✉tr✉✐✱ ❝❡✉① q✉✐ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t q✉❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❛❧tér❛t✐♦♥ ❞✉ ❥✉❣❡♠❡♥t
❞✬❛✉tr✉✐ ❡t ❡♥✜♥ ❝❡✉① q✉✐ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡①❡r❝✐❝❡ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ❞✬✉♥ ♣♦✉✈♦✐r✳
◆♦✉s ♣❛ss♦♥s ❡♥ r❡✈✉❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s é❝♦❧❡s ❡t r❡t❡♥♦♥s ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ s✉r
❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ r❡♣♦s❡r❛✳
▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ✈❛❣✉❡
✭❆❝❦❡r♠❛♥✱ ✶✾✾✺✮ ♣❛ss❡ ❡♥ r❡✈✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s✐t✉❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ t❡r♠❡ ✓ ♠❛♥✐♣✉❧❛✲
t✐♦♥ ✔ ❡st ❢réq✉❡♠♠❡♥t ❡♠♣❧♦②é ♠❛✐s ❞♦♥♥❡ ❞❡s ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡s à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳ ❊❧❧❡
s✉❣❣èr❡ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛✉ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ♠❛♥✐♣✉✲
❧❛t✐♦♥ ❝❛r✱ s❡❧♦♥ ❡❧❧❡✱ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡♠❡♥t ✈❛❣✉❡✳ P❛r ✓ ❝♦♥❝❡♣t
❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡♠❡♥t ✈❛❣✉❡ ✔✱ ❡❧❧❡ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ✈❛r✐été ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s
❧❡ t❡r♠❡ ❡st ❢réq✉❡♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé✳ ▼❛✐s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ❥❛♠❛✐s s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡
❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❡r ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♥♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❞❡s ❛✉tr❡s s✐t✉❛t✐♦♥s
❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s s✉✣s❛♥t❡s ❡t✴♦✉ ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ♣❛r❧❡r ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛✲
t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❆❝❦❡r♠❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥st✐t✉❡r ✉♥❡
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❈❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❧✐é❡s à ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❀ ✉♥❡ ♣❡rs♣✐❝❛❝✐té ❞✉ ♠❛♥✐♣✉❧❛✲
t❡✉r ❀ ✉♥❡ ❞é✈✐❛♥❝❡ ❀ ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦②❡♥s ✐♥❞✐r❡❝ts✱ ❛st✉❝✐❡✉① ❡t s✉❜t✐❧s ❀ à ✉♥❡ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥
✶✽ ▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts
❞❡ ❧❛ ❞é❧✐❜ér❛t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ♠❛♥✐♣✉❧é ❀ à ✉♥❡ ❢❛❧s✐✜❝❛t✐♦♥ ♦✉ ♦♠✐ss✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❀ à ✉♥
❥❡✉ s✉r ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ♥♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞✉ ♠❛♥✐♣✉❧é ❀ à ❞❡ ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡ ❀ à ❞❡s ♠♦t✐❢s ❝❛❝❤és ❀ à
✐♥❝✐t❡r q✉❡❧q✉✬✉♥ à ❢❛✐r❡ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t ❞❡ ❝❡ q✉✬✐❧ ❛✉r❛✐t ❢❛✐t s❛♥s ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❀
à ✉♥ ♠❛♥q✉❡ ❞✬ét❤✐q✉❡ ❀ à ✉♥❡ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥✱ ❞❡ ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡✱ ❞❡ ❧✬é♠♦t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ ♠❛♥✐✲
♣✉❧é tr♦✉✈❡ ♥❛t✉r❡❧ ♦✉ ❛♣♣r♦♣r✐é ❀ à ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ♦ù✱ ❧❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ❝❤❡r❝❤❡ à r❡♥❞r❡ ❣ê♥❛♥t
♣♦✉r ❧❡ ♠❛♥✐♣✉❧é ❞❡ ❞✐r❡ ♥♦♥✳ ❆❝❦❡r♠❛♥ ♠❡t ❛❧♦rs ❡♥ ❣❛r❞❡ ❝♦♥tr❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s
♣❛s s❛✈♦✐r q✉❡❧❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ré❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ▼❛✐s
❝❡tt❡ ✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❧♦✐♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧✬✉♥❛♥✐♠✐té ❝❤❡③ ❧❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs✳
▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡①❡r❝✐❝❡ ❞✬✉♥ ♣♦✉✈♦✐r s✉r ❛✉tr✉✐
P♦✉r ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞✬❡①❡r✲
❝✐❝❡ ❞✉ ♣♦✉✈♦✐r s✉r ❛✉tr✉✐ ✭❑❧✐❣♠❛♥ ❛♥❞ ❈✉❧✈❡r✱ ✶✾✾✷❀ ▼❛♦③✱ ✶✾✾✵❀ ❆❜❡❧❧✱ ✶✾✼✼❀ ●♦♦❞✐♥✱ ✶✾✽✵❀
❚♦❞❞✱ ✷✵✶✸✮✳
▲✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✭❑❧✐❣♠❛♥ ❛♥❞ ❈✉❧✈❡r✱ ✶✾✾✷✮
❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ❞❛♥s s♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ♣❡✉t ❞é❧✐❜éré♠❡♥t r❡t❡♥✐r ♦✉ ♣rés❡♥t❡r sé❧❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❝❡rt❛✐♥❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t ❡♥ ♦♠❡ttr❡ ❞✬❛✉tr❡s✱ ❡①♣❧♦✐t❡r ❧✬✐❣♥♦r❛♥❝❡ ♦✉ ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❞❡ s❛ ✈✐❝t✐♠❡ ❛✜♥
❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❣❛r❞❡r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ s✉r s❡s ♦♣t✐♦♥s q✉✬❡❧❧❡ ♣❡rç♦✐t ❡t ❞❡ ❧✬♦r✐❡♥t❡r ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥
s♦✉❤❛✐té❡ ♣❛r ❧❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r✳ P♦✉r ✭▼❛♦③✱ ✶✾✾✵✮✱ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡✱ ✉♥❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ t❡♥t❛t✐✈❡ ♣❛r ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❞❡ str✉❝t✉r❡r ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤♦✐①
❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡s ❝❤❛♥❝❡s ❞✬✉♥❡ ✐ss✉❡ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ♦✉ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡s ❝❤❛♥❝❡s
❞✬✉♥❡ ✐ss✉❡ ❞é❢❛✈♦r❛❜❧❡✳ ✭❆❜❡❧❧✱ ✶✾✼✼✮ ♣❡♥s❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ✉♥
❛❣❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ❆ ❡t ✉♥ ♠❛♥✐♣✉❧é ❇ ❡t ❝♦♥s✐st❛♥t ♣♦✉r ❧✬❛❣❡♥t ❆ à ❝♦♥trô❧❡r ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s
❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ❇ ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t s❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦✉ ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ❧❡s ♠♦②❡♥s ♦✉✈❡rts
à ❧✉✐✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡✱ ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ r❡❥♦✐❣♥❡♥t ❝❡❧❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r
❧❡s é❝♦♥♦♠✐st❡s ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉① ❡t ❞✉ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✭●✐❜❜❛r❞✱ ✶✾✼✸❀ ●är❞❡♥❢♦rs✱
✶✾✼✻✮ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t q✉✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ♠❛♥✐♣✉❧❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ✈♦t❡ s✐✱ ❡♥ ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ✉♥ ❢❛✉① ♣r♦✜❧
❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡✱ ✐❧ s✬❛ss✉r❡ ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t q✉✬✐❧ ♣ré❢èr❡ à ❝❡❧✉✐ ♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉ s✬✐❧ ❛✈❛✐t ❢♦✉r♥✐
s♦♥ ✈ér✐t❛❜❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡✳
❯♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ q✉✐ ❡st s♦✉✈❡♥t ❝♦♥tr❡ ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧é ▲♦rsq✉✬✉♥ ❛❣❡♥t
♠❛♥✐♣✉❧❡ ❞✬❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ✈♦t❡✱ ✐❧ ❧❡ ❢❛✐t ♣♦✉r s♦♥ ✐♥térêt ♣r♦♣r❡✱ ❡t ❝❡❧❛ ✈❛
s♦✉✈❡♥t à ❧✬❡♥❝♦♥tr❡ ❞❡s ✐♥térêts ♣r♦♣r❡s ❞❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ❞✉ s②stè♠❡✳ ✭●♦♦❞✐♥✱ ✶✾✽✵✮ ❛❥♦✉t❡ q✉❡
❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❛✈❛♥t t♦✉t ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ tr♦♠♣❡✉s❡ ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t à ❛❣✐r ❝♦♥tr❡ s❛ ✈♦❧♦♥té✳ P♦✉r
✭❇❛r♥❤✐❧❧✱ ✷✵✶✹✮ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❛✉ss✐ ❧❡ ❢❛✐t ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡r ✐♥t❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡rt❛✐♥s tr❛✐ts
❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s ♦✉ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥s ♣s②❝❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❛♠❡♥❡r ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡ ❞❛♥s ❞❡s ✐❞é❛✉① ❞❡
❝r♦②❛♥❝❡s✱ ❞❡ ❞és✐rs ♦✉ ❞✬é♠♦t✐♦♥s ❡t ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉✐ ♥❡ ✈❛ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ❞❛♥s s♦♥ ✐♥térêt
♣❡rs♦♥♥❡❧ ♦✉ q✉✐ ♥✬❡st ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♣❛s ❞❛♥s s♦♥ ✐♥térêt ♣❡rs♦♥♥❡❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❛❝t✉❡❧✳
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♥❡ ✈❛ ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❝♦♥tr❡ ❧✬✐♥térêt ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧é✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❡✛❡t ♣❧❛❝❡❜♦ ❡st ♣❛r❢♦✐s ✉t✐❧✐sé ❡♥ ♠é❞❡❝✐♥❡ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❝r♦✐r❡ à ✉♥ ♣❛t✐❡♥t q✉✬✐❧ ✈❛ ❣✉ér✐r
❈♦♠♣r❡♥❞r❡ ❡t ❞é✜♥✐r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✶✾
❛✈❡❝ ✉♥ ♠é❞✐❝❛♠❡♥t ✐♥❡✣❝❛❝❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬✐♥térêt ❞✉ ♣❛t✐❡♥t ✭❚✉r♥❡r
❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹✮✳
P❡rt❡ ❞✬❛✉t♦♥♦♠✐❡ ▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ♣❛r❢♦✐s ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞✬❛✉t♦♥♦♠✐❡✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧♦rsq✉✬✉♥ ♣❛r❛s✐t❡ ♣r❡♥❞ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ s♦♥ ❤ôt❡ ✭P♦✉❧✐♥✱ ✷✵✶✵✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✭❚♦❞❞✱
✷✵✶✸✮ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡ ♣❡♥sé❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❞❡s ♥❡✉r♦s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ✐♠♣❧❛♥t❡♥t ✉♥❡ ♣✉❝❡
❞❛♥s ❧❛ têt❡ ❞✬✉♥ ♣❛t✐❡♥t ❧❡✉r ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r t♦✉s s❡s ❢❛✐ts ❡t ❣❡st❡s t❡❧❧❡ ✉♥❡ ♠❛r✐♦♥✲
♥❡tt❡✳ ▼ê♠❡ s✐ ❝❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ♠❛♥✐♣✉❧❡♥t ❧❡ ♣❛t✐❡♥t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❡r❛✐t ✉♥ ✐♥❣é♥✐❡✉r ♠❛♥✐♣✉❧❛♥t
s❛ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❚♦❞❞ ❛✣r♠❡ q✉✬✐❧ s❡r❛✐t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✐♥❝♦♥❣r✉ ❞❡ ❞✐r❡ q✉✬✉♥ ✐♥❣é♥✐❡✉r ❡st ✉♥
♣❛r❢❛✐t ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ ❝❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s s♦♥t ❞❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉rs✳ P♦✉r ❧✉✐✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❛
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ s❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞✬❛✉t♦♥♦♠✐❡✱ ❝❡❧❛ ♥❡ s✉✣t ♣❛s ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❛ ♠❛✲
♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✓ ♣❡r s❡ ✔ ❝♦♠♠❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ✉♥
♦❜❥❡t✱ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✓ ♣❛r ❝❛s ✔ ❡t s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❞❡s ❛❣❡♥ts ❛❣✐ss❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛tr✐❝❡✳
❙❡❧♦♥ ❚♦❞❞✱ ❝✬❡st s✉r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r s❡♥s q✉❡ ❧❡s ♣❤✐❧♦s♦♣❤❡s ❞♦✐✈❡♥t ♣♦rt❡r t♦✉t❡ ❧❡✉r ❛tt❡♥t✐♦♥✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❛ ♣❡rt❡ ❞✬❛✉t♦♥♦♠✐❡ ♥❡ s✉✣t ♣❛s à ❡❧❧❡ s❡✉❧❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱
❡❧❧❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❛✐t ❧✐❡✉✳ ❈❡tt❡ ♣❡rt❡ ❞✬❛✉t♦♥♦♠✐❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡
❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ❝♦♥trô❧❡✱ ♣❛r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡✱
♠❛✐s ❛✉ss✐ s❡s ❞és✐rs ❡t s❡s é♠♦t✐♦♥s✳
▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ✭◆♦❣❣❧❡✱ ✶✾✾✻✮ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
❡st ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞✬❛♠❡♥❡r ✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ s✉r ❝❡rt❛✐♥s ✐❞é❛✉① ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡s✱ ❞❡ ❞és✐rs✱ ❡t ❞✬é♠♦t✐♦♥s✱
♠❛✐s q✉✐ s♦♥t ❣♦✉✈❡r♥és ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✉ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r✳ ■❧ ❛✣r♠❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st
❛✈❛♥t t♦✉t ✉♥❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞✬❛❣✐r s✉r ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡✳ ❈❡tt❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
❡st ❛❧♦rs ❞✐t❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛tr✐❝❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❞é❧✐❜éré❡ à ❧✬❛✈❛♥❝❡ ♣❛r ❧❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ❝❛r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡
♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛tr✐❝❡ t❛♥t q✉✬❡❧❧❡ ❡st s✐♥❝èr❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❝❡ q✉❡
❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡✉r ♣r❡♥❞ ♣♦✉r ✈r❛✐✱ ♣❡rt✐♥❡♥t ❡t ❛♣♣r♦♣r✐é✳ ◆♦❣❣❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ s❡✉❧ à ✐♥s✐st❡r s✉r ❧❡ ❢❛✐t
q✉❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡✳ ❈❡❧❛ r❡❥♦✐♥t ❧❛ ✈✐s✐♦♥ ❞❡s ♣s②❝❤✐❛tr❡s ❑❧✐❣♠❛♥
❡t ❈✉❧✈❡r q✉✐ s♦✉❧✐❣♥❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✐♥t❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❑❧✐❣♠❛♥
❛♥❞ ❈✉❧✈❡r✱ ✶✾✾✷✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥ tr❛✐♥ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r✱ ❧✬❛❝t❡ ❛ été s❝✐❡♠♠❡♥t
❞é❧✐❜éré✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ✓ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♥♦♥ ✐♥t❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✔ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t r❡❥❡té✳
P♦✉r ❡✉①✱ ✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡✱ s❛♥s ❧❡ s❛✈♦✐r✱ ❡t ❞♦♥❝ s❛♥s ❡♥
❛✈♦✐r ❡✉ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥✱ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳
▲✬✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❈♦♠♠❡ ❧❡ r❛♣♣❡❧❧❡♥t ✭❑❧✐❣♠❛♥
❛♥❞ ❈✉❧✈❡r✱ ✶✾✾✷✮ ❧❡ t❡r♠❡ ✓ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✔ ❡st ♣❛r❢♦✐s ✉t✐❧✐sé ❝♦♠♠❡ ✉♥ s✐♠♣❧❡ s②♥♦♥②♠❡ ❞✬✉t✐✲
❧✐s❡r q✉❡❧q✉✬✉♥ ♣♦✉r q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ❞❛♥s s♦♥ ✐♥térêt ♣r♦♣r❡✱ ♦✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ str❛t❛❣è♠❡ ❛②❛♥t ♣♦✉r
✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞✬❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ♣ré❝✐s❡ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉✳ ▼❛✐s ♣♦✉r ✭❈❧❛✐r✱ ✶✾✻✻✮✱ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
s❡ ❞é✜♥✐t ❛✈❛♥t t♦✉t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠❛♥÷✉✈r❡ ♣s②❝❤♦s♦❝✐❛❧❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❛❣r❡ss✐✈✐té✱ ❧✬✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❡t
❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡ ♣♦✉r ✐♥✢✉❡♥❝❡r q✉❡❧q✉✬✉♥ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t q✉✬✐❧ ❛❝❝♦♠♣❧✐ss❡ ✉♥ ❞és✐r ❞✉ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r✳
P♦✉r q✉✬✐❧ ② ❛✐t ✉♥❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉✬✐❧ ② ❛✐t ✉♥❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ❞és✐rs
❞✉ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ❡t ❝❡✉① ❞✉ ♠❛♥✐♣✉❧é✳ ▼❛✐s ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ❡♥❝♦r❡
❧✬✉♥❛♥✐♠✐té ❝❤❡③ ❧❡s ♣s②❝❤✐❛tr❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❧❡ ♣s②❝❤✐❛tr❡ ❇♦✇❡rs ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❛✈❛♥t
✷✵ ▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts
t♦✉t ✉♥❡ ❛❝t✐✈✐té q✉✐ ✈✐s❡ ✓ à ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ❜✉t s♦✉❤❛✐té ✭♣❡r✈❡rs✱ ♥♦r♠❛❧✱ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ♦✉ ré❡❧✮ ♣❛r
❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡✱ ❧❛ ❝♦❡r❝✐t✐♦♥ ❡t ❧❛ r✉s❡✱ s❛♥s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ✐♥térêts ♦✉ ❞❡s ❜❡s♦✐♥s ❞❡s ♣❡rs♦♥♥❡s
✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ✔ ✭❇♦✇❡rs✱ ✷✵✵✸✮✳ ■❧ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❧✬❛❝t✐✈✐té q✉✐ ✈✐s❡
à ré❛❧✐s❡r ✉♥ ❜✉t ❞és✐ré ❡♥ ✉s❛♥t ❞❡ ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡✱ ❞❡ ❧❛ ❝♦❡r❝✐t✐♦♥ ♦✉ ❞❡s r✉s❡s s❛♥s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡
❞❡s ✐♥térêts ♦✉ ❞❡s ❜❡s♦✐♥s ❞❡ ❝❡✉① ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t
♣♦✉r ❝❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs✱ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳
▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❧tér❛t✐♦♥ ❞✉ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞✬❛✉tr✉✐
❈❡tt❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉t s❡ ❞ér♦✉❧❡r ♣❛r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♣s②❝❤♦❧♦❣✐q✉❡s ♣❡r✲
♠❡tt❛♥t ❞✬❛❧tér❡r ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❝❡rt❛✐♥s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧❛
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à ❝♦✉rt✲❝✐r❝✉✐t❡r ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦❣♥✐t✐❢s✱ ❞✬❛✉tr❡s
❧❛ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ♣❧✉tôt ❝♦♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rs✉❛s✐♦♥ ♥♦♥✲r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♦✉ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛✐✲
❜❧❡ss❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛❣❡♥ts ♠❛♥✐♣✉❧és✱ ❡t ❡♥✜♥✱ ❧❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs q✉✐ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡
✉♥❡ ❞✐st♦rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐té✳
❈♦✉rt✲❝✐r❝✉✐t❡r ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦❣♥✐t✐❢s ❯♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣s②❝❤♦❧♦❣✐q✉❡s ♣♦✉r ❛❧tér❡r
❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡ ✈✐s❡ à ❝♦✉rt✲❝✐r❝✉✐t❡r s❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦❣♥✐t✐❢s✳ ✭▼✐❧❧s✱ ✶✾✾✺✮ é♥♦♥❝❡
q✉❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❧❡ ❜✉t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ét❛ts ✐♥t❡r♥❡s ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❀ ❧❛
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ s✬♦♣èr❡ s✉r ♥♦s ❝r♦②❛♥❝❡s ❡t ♥♦s ❞és✐rs ✲ ♠❛✐s s✉rt♦✉t s✉r ♥♦s é♠♦t✐♦♥s ✲ ❡t ❝❡✱
❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞✐r❡❝t❡✳ ▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ❛ ❞❡s ❞és✐rs ♦✉ ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s
q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✈❡♥✉❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ s❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❡t ❞és✐rs ❛♥tér✐❡✉rs ❀
♠❛✐s q✉✐ ♦♥t été ♣r♦❞✉✐ts ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝♦♥t♦✉r♥❡r s❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦❣♥✐t✐❢s ♦r❞✐♥❛✐r❡s ❛✐♥s✐
q✉❡ s❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❛✛❡❝t✐❢s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✭❲✐❧❦✐♥s♦♥✱ ✷✵✶✸✮ ❞é❝r✐t ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
s♦rt❡ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ q✉✐ ❝♦♥t♦✉r♥❡ ♦✉ s✉❜✈❡rt✐t ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
s❡❧♦♥ ❧✉✐✱ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r✈❡♥✐r à ✐♥✢✉❡♥❝❡r q✉❡❧q✉✬✉♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ♣❡r✈❡rt✐ss❡♥t s♦♥ ❝❤♦✐①✳ ❊♥ ❧✐♥❣✉✐st✐q✉❡✱ ❝❡tt❡ ✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉rt✲❝✐r❝✉✐t❡r ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s
❝♦❣♥✐t✐❢s ❞❛♥s ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❛✉ss✐ ♣rés❡♥t❡✳ P♦✉r ✭▼❛✐❧❧❛t ❛♥❞ ❖s✇❛❧❞✱ ✷✵✵✾✮✱ ✉♥ ❞✐s❝♦✉rs
♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ ♠❡t ❧❡ ❞❡st✐♥❛t❛✐r❡ ❞❛♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù
✐❧ s❡r❛ ❛♠❡♥é à ❢❛✐r❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❝♦♥t❡①t✉❡❧❧❡s s✉♣❡r✜❝✐❡❧❧❡s✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡s ❝♦♥t❡①t✉❡❧❧❡s
s✉♣❡r✜❝✐❡❧❧❡s✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡♥t❡♥❞ q✉❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛tr✐❝❡ r❡♣♦s❡ ❛❧♦rs s✉r ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡
❧✬❛tt❡♥t✐♦♥ ❞✉ ❞❡st✐♥❛t❛✐r❡✱ ❡♥ ❞✐s❛♥t ❆ ✭❝❡ q✉✐ ❡st ✈r❛✐✮✱ ❧❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ✈❛ ❝❤❡r❝❤❡r à ❝❛❝❤❡r
❧❛ ✈ér✐té ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❇ q✉✐ ❛✛❛✐❜❧✐t ♦✉ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❛ ✈✐s✐♦♥ ❡♥tr❡t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❡ ♣rés❡♥t❛t❡✉r✳
▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉❡ ❛❧♦rs ♣♦✉r ❧✉✐ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ s✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡s
❤②♣♦t❤ès❡s ❝♦♥t❡①t✉❡❧❧❡s✳
▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣❡rs✉❛s✐♦♥ ♥♦♥✲r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ P❧✉tôt q✉❡ ❞❡
✈♦✐r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❝♦✉rt✲❝✐r❝✉✐t❡r ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦❣♥✐t✐❢s✱ ❝❡rt❛✐♥s ❝❤❡r❝❤❡✉rs
♣ré❢èr❡♥t ✈♦✐r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣❡rs✉❛s✐♦♥ ♥♦♥✲r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ q✉✐ ❛♠è♥❡✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ ✈✐❝t✐♠❡ à ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ré❛❝t✐✈❡ ❡t q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
❞❛♥s s♦♥ ♣r♦♣r❡ ✐♥térêt ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❧❡ ✈♦✐r ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ❝❤❡③ ❞❡s ❛❣❡♥ts
❤✉♠❛✐♥s✱ ✭❑❛❤♥❡♠❛♥✱ ✷✵✶✶✮ ❡①♣❧✐q✉❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ s②stè♠❡s ❝♦❣♥✐t✐❢s✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✶
❈♦♠♣r❡♥❞r❡ ❡t ❞é✜♥✐r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✷✶
q✉✐ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t✱ ❡st ✉♥❡ s♦rt❡ ❞❡ ♣✐❧♦t❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛♥✐♠é
♣❛r ❧❡s ❤❛❜✐t✉❞❡s ❞✬✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡✱ ♦✉ ♣❛r s❡s ✐♥st✐♥❝ts✳ ❈❡ s②stè♠❡ ❡st ❢❛❝✐❧❡ à ♠❛♥✐♣✉❧❡r ♣♦✉r ✉♥
❛❣❡♥t ❛✈❡rt✐✳ ❈❡ s②stè♠❡ ❡st ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛t❡✉r ♣❛s ✉♥ ♣❧❛♥✐✜❝❛t❡✉r✳ P♦✉r ❢❛✐r❡ s✐♠♣❧❡✱ ❝❡ s②stè♠❡
♣❡r♠❡t à ❧✬❛❣❡♥t ❞✬❛❣✐r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ré❛❝t✐✈❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ✷ ❡st ré✢é❝❤✐ ❡t ❞é❧✐❜ér❛t✐❢✳ ❈❡
s②stè♠❡ é✈❛❧✉❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡t ❞é❧✐❜èr❡ s✉r ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✳ ❈❡ s②stè♠❡ ❡st ❧❡♥t✱ ❝♦♥tr❛✐✲
r❡♠❡♥t ❛✉ s②stè♠❡ ✶ q✉✐ ❧✉✐ ❡st ré❛❝t✐❢✱ ♠❛✐s ❝❡ s②stè♠❡ ❡st ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛❜❧❡ ❡t
❞❡♠❛♥❞❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ét❛ts ♠❡♥t❛✉① ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ♠❛♥✐♣✉❧é ❞♦✐t s❡
tr♦✉✈❡r✳
❊①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ss❡ ❝❤❡③ ❧✬❛✉tr❡ ❛❣❡♥t ▲❡s s②stè♠❡s ✶ ❡t ✷ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①♣❧♦✐tés
♣❛r ❞❡s ❛❣❡♥ts ♠❛❧✐♥t❡♥t✐♦♥♥és ♣♦✉r ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞✬❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ❤✉♠❛✐♥s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ❡①♣❧♦✐✲
t❛♥t ❧❡s ❜✐❛✐s ❝♦❣♥✐t✐❢s✳ ▲❡s ❜✐❛✐s ❝♦❣♥✐t✐❢s s♦♥t ❞❡s ❞✐st♦rs✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡
❧❡✉r tr❛✐t❡♠❡♥t ❝♦❣♥✐t✐❢ ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ✉♥❡ ❞é✈✐❛t✐♦♥ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡♥sé❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❡t
r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ré❛❧✐té✳ ■❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣❡rç✉s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ré❡❧❧❡ ❢❛✐❜❧❡ss❡ ❞❛♥s ❧❡
r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❤✉♠❛✐♥ ✭❑❛❤♥❡♠❛♥✱ ✷✵✶✶✮✳ ❆✐♥s✐ ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❝♦✉r❛♥t✱ ✉♥ ❛❣❡♥t ❡①♣❧♦✐t❡ ✉♥
ét❛t ❞✬✐❣♥♦r❛♥❝❡ ♦✉ ❞❡ ✈✉❧♥ér❛❜✐❧✐té ♣s②❝❤✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❜✐❛✐s ❝♦❣♥✐t✐❢s✱ ❡t ❝❡ ♣♦✉r ❛♠❡♥❡r ✉♥
❛✉tr❡ ❛❣❡♥t à ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ❡♥❣❛❣❡♠❡♥ts ❞♦♥t ✐❧ ❡st ✐♥❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ✈♦✐r ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ ❡st ❝♦♥s✐❞éré
❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛❜✉s ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ss❡✳ ❈❡t ❛❜✉s ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ss❡ ❡st ♣❛r❢♦✐s ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳
P♦✉r ✭❘✉❞✐♥♦✇✱ ✶✾✼✽✮ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ s❡ ❞é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ✓ ❆ t❡♥t❡ ❞❡ ♠❛♥✐✲
♣✉❧❡r ❬✉♥ ❛❣❡♥t❪ ❙ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ❆ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❞❡ ❙✱ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡✱ ♦✉ ❡♥ ❥♦✉❛♥t s✉r ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ss❡ s✉♣♣♦sé❡ ❞❡ ❙ ✔✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱
❘✉❞✐♥♦✇ ❢❛✐t ❧❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥❡ t❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ s❛♥s ré✉ss✐t❡ ❡t ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ r❡ss❡♥t✐r
❞✬❛✈♦✐r été ♠❛♥✐♣✉❧é s❛♥s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t ❛✈♦✐r ré❡❧❧❡♠❡♥t été ♠❛♥✐♣✉❧é✳ ▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❝❡tt❡
t❡♥t❛t✐✈❡ ré✉ss✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r q✉❡❧q✉✬✉♥ ❡t ❝❡✱ ❡♥ ❞é♣✐t ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ r❡ss❡♥t✐r ❞✬❛✈♦✐r été ♠❛♥✐♣✉❧é
♦✉ ❞✬❛✈♦✐r ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛✈♦✐r été ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞✬êtr❡✱ à ❧✬✐♥st❛♥t✱ ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ t❡♥t❛t✐✈❡ ré✉ss✐❡
❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳
❯♥❡ ❞✐st♦rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐té ▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ♣❛r❢♦✐s ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❞é✲
❢♦r♠❡r ❧❛ ré❛❧✐té✳ P♦✉r ❧❡ ❧✐♥❣✉✐st❡ ❊❞❞♦ ❘✐❣♦tt✐ ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❡st ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r s✬✐❧ ❞é❢♦r♠❡ ❧❛ ✈✐s✐♦♥
❞✉ ♠♦♥❞❡✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ♣❤②s✐q✉❡ q✉❡ s♦❝✐❛❧ ♦✉ ❤✉♠❛✐♥✱ ré❡❧ ♦✉ ✈✐rt✉❡❧ ❞❛♥s ❧✬❡s♣r✐t ❞❡ ❧✬❛❞r❡ssé✱
❞❡ s♦rt❡ q✉✬✐❧ ♦✉ ❡❧❧❡ ❡st ❡♠♣ê❝❤é✭❡✮ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❛tt✐t✉❞❡ s❛✐♥❡ ❡♥✈❡rs s❛ ♣r♦♣r❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ✭❝✬❡st✲à✲
❞✐r❡ à ❛❞♦♣t❡r ✉♥❡ ❛tt✐t✉❞❡ ré♣♦♥❞❛♥t à s♦♥ ✐♥térêt ♠ê♠❡✮✱ ❡t ♣♦✉rs✉✐t ❧❡ ❜✉t ❞✉ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r
❞❛♥s ❧✬✐❧❧✉s✐♦♥ ❞❡ ♣♦✉rs✉✐✈r❡ s♦♥ ♣r♦♣r❡ ❜✉t✳ ■❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❧❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ❧✉✐ ❞✐ss✐♠✉❧❡
s❡s ré❡❧❧❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s ✭❘✐❣♦tt✐✱ ✷✵✵✺✮✳ P♦✉r ✭❋❛❞❡♥ ❛♥❞ ❇❡❛✉❝❤❛♠♣✱ ✶✾✽✻✮✱ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st
t♦✉t ❛❝t❡ ré✉ss✐ ❡t ✐♥t❡♥t✐♦♥♥❡❧ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡r ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ♦✉ s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡♥
♣r♦✈♦q✉❛♥t ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ♠❡♥t❛✉① ❛✉tr❡s q✉❡ ❝❡✉① ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❧❡✉r
❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧s ✐❞❡♥t✐✜❡♥t tr♦✐s t②♣❡s ❞❡ str❛té❣✐❡s ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛tr✐❝❡s ✿
✶✳ ■♥✢✉❡♥❝❡r ❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥t ❧❡s ♦♣t✐♦♥s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✿ ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ♦✉
❞✐♠✐♥✉❛♥t ❧❡s ♦♣t✐♦♥s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ❀
✷✳ ■♥✢✉❡♥❝❡r ❡♥ ♦✛r❛♥t ✉♥❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ♦✉ ❡♥ ♠❡♥❛ç❛♥t ❞✬✉♥❡ ♣✉♥✐t✐♦♥ ❧✬❛❣❡♥t ❝✐❜❧é ❀
✸✳ ■♥✢✉❡♥❝❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ét❛ts ♠❡♥t❛✉① ✿ ❝r♦②❛♥❝❡s✱ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱ ❞és✐rs✱ ✐♥t❡♥t✐♦♥s✳
✷✷ ▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts
✭❇❛r♦♥✱ ✷✵✵✸✮ ❛❥♦✉t❡ à ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ str❛té❣✐❡s ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥
s♦❝✐❛❧❡ ❡t ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ♦♣t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ♠❛♥✐✲
♣✉❧é✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ♣♦✉r ✭❘❛③✱ ✶✾✽✻✮✱ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞✬❛❝❝♦r❞ ❝❡❧❛ s✉❣❣èr❡ ♣❧✉tôt q✉❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱
❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ❝♦❡r❝✐t✐♦♥✱ ♥✬✐♥t❡r❢èr❡ ♣❛s ❛✈❡❝ ❧❡s ♦♣t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣❡rs♦♥♥❡✳ ➚ ❧❛ ♣❧❛❝❡✱ ❡❧❧❡ ♣❡r✲
✈❡rt✐t ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧❛ ♣❡rs♦♥♥❡ ✈❛ ♣r❡♥❞r❡ s❡s ❞é❝✐s✐♦♥s✱ ✈❛ ❢♦r♠❡r s❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡ ♦✉ ❛❞♦♣t❡r
❞❡s ❜✉ts✳ ▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♣♦rt❡ ❞♦♥❝ ❛tt❡✐♥t❡ à ❧✬❛✉t♦♥♦♠✐❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡ ❡♥ s✉❜✈❡rt✐ss❛♥t ❡t ❡♥
✐♥s✉❧t❛♥t s♦♥ ♣♦✉✈♦✐r ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ r❡❥♦✐♥t ❛❧♦rs ❧❛ ✈✐s✐♦♥ ❞❡ ✭❲✐❧✲
❦✐♥s♦♥✱ ✷✵✶✸✮ ♣♦✉r q✉✐ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ q✉✐ ❝♦♥t♦✉r♥❡ ♦✉ s✉❜✈❡rt✐t ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés
r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡ ❡t ❝❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ♣❡r✈❡rt✐ss❡♥t s♦♥ ❝❤♦✐①✳
▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡①❡r❝✐❝❡ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ❞✬✉♥ ♣♦✉✈♦✐r
✭❱❛♥ ❉✐❥❦✱ ✷✵✵✻✮ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♠❡♥t❛❧
❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ♠❛♥✐♣✉❧é ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥s❝✐❡♥t ❞❡ ❝❡ q✉✐ ❡st ❡♥ tr❛✐♥ ❞❡ s❡ ♣❛ss❡r ♦✉ ♥❡ ♣❡✉t
t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t r✐❡♥ ❢❛✐r❡ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✳ P♦✉r ❱❛♥ ❉✐❥❦✱ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞♦✐t
✐♠♣ér❛t✐✈❡♠❡♥t é❝❤❛♣♣❡r à ❧❛ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ ❞✉ ♠❛♥✐♣✉❧é✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❝❧✐♥✐q✉❡✱ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
❡st ❛❧♦rs ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① ❡✛♦rts ❡♠♣❧♦②és ♣❛r ✉♥ ♣❛t✐❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♠♦②❡♥s ❝❛❝❤és ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡
❝♦♥trô❧❡ ♦✉ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ♣❡rs♦♥♥❡s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s ✭●✉♥❞❡rs♦♥✱ ✶✾✽✹✮✳ ●✉♥❞❡rs♦♥ ❢❛✐t ❛❧♦rs ❛❧❧✉s✐♦♥
❛✉① ♣❧❛✐♥t❡s s♦♠❛t✐q✉❡s✱ ❛✉① ❛❝t✐♦♥s ♣r♦✈♦❝❛tr✐❝❡s ♦✉ ❛✉① ♠❡ss❛❣❡s tr♦♠♣❡✉rs✱ ❛✐♥s✐ q✉✬❛✉① ❛❝t❡s
❛✉t♦❞❡str✉❝t❡✉rs q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣❛t✐❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ❡♥✈❡rs ❧❡ ♣❡rs♦♥♥❡❧ s♦✐❣♥❛♥t✳ ▲❡ ❧✐♥❣✉✐st❡
❆❦♦♣♦✈❛ ❛ ❡♥s✉✐t❡ r❡♣r✐s ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥
♥é❣❛t✐✈❡ ❞✉ ❧♦❝✉t❡✉r ❡t ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❝❛❝❤é ✭❆❦♦♣♦✈❛✱ ✷✵✶✸✮✳ ❯♥❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
❡st ré❛❧✐sé❡ q✉❛♥❞ ❧✬✐♥t❡r❧♦❝✉t❡✉r ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s ✈♦✐r ❧❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s ❞✉ ❧♦❝✉t❡✉r ❞❡rr✐èr❡ ❝❡ q✉✬✐❧
❛✣r♠❡✳ ➚ ❝❡❧❛ ✭❍❛♥❞❡❧♠❛♥✱ ✷✵✵✾✮ ❛❥♦✉t❡ q✉❡ ❧❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st
❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ s♦✐t s♦✉♠✐s❡ à ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❝❛❝❤é❡ ❡t q✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❝r♦✐t q✉❡ s❡s ❝❤♦✐① s♦♥t
❢❛✐ts ❧✐❜r❡♠❡♥t ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t✳ ▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✈✐s❡ ❞♦♥❝ à ♠♦t✐✈❡r ❧❛ ❝✐❜❧❡ à ♦♣ér❡r s♦✉s
✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉✐✱ ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥♦r♠❛❧❡s✱ ❧✬❛✉r❛✐t ❛♠❡♥é ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t à rés✐st❡r ♦✉ r❡❥❡t❡r
❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❍❛♥❞❡❧♠❛♥ ✐♥s✐st❡ ❛❧♦rs s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡tt❡ ✐♥❣ér❡♥❝❡ ❞♦✐t êtr❡ ❛✈❛♥t t♦✉t ✐♥❞✐r❡❝t❡✱
✐♥✈✐s✐❜❧❡ ❡t s❡❝rèt❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r s✬♦♣ér❡r✳ P♦✉r ✭❞❡ ❙❛✉ss✉r❡ ❛♥❞ ❙❝❤✉❧③✱ ✷✵✵✺✮✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉t ♣❛ss❡r
♣❛r ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ r❡t❡♥✐r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦✉ ❜✐❡♥✱ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❝♦rr❡❝t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t q✉❡ ❧❡ ❞❡st✐♥❛t❛✐r❡ ❝♦♥❝❧✉t q✉✬✐❧ ❞❡✈r❛✐t ❛❣✐r ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ q✉✐ ❡st ❡♥
❢❛✈❡✉r ❞✉ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r✱ ❡t ❝❡ s❛♥s q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ s♦✐t ❝♦♥s❝✐❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡✳ P♦✉r ✭❲❛r❡✱
✶✾✽✶✮✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ s❡ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦rt❡ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❝❛❝❤é❡✳ ❆❧❛♥ ❲❛r❡
❡①♣❧✐q✉❡ q✉❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r q✉❡❧q✉✬✉♥ r❡✈✐❡♥t à str✉❝t✉r❡r s♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞✬❡♥
❝❤❛♥❣❡r s❡s ❝❤♦✐①✱ ❡t ♣♦✉r ② ♣❛r✈❡♥✐r✱ s❛♥s q✉❡ ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡ ♥❡ s❛❝❤❡ ♦✉ ♥❡ ❝♦♠♣r❡♥♥❡ ❝❡ q✉✐
❡st ❡♥ tr❛✐♥ ❞❡ s❡ ♣r♦❞✉✐r❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ✐❧ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ q✉✐ ❝✐❜❧❡ ✉♥❡
♣❡rs♦♥♥❡ ♦✉ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♣❡rs♦♥♥❡ ❀ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡
à ♠♦❞✐✜❡r ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦✉ ❝❤❛♥❣❡r ❧❡s ♦♣t✐♦♥s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡
♠❛♥✐èr❡✱ ✭❙✉♥st❡✐♥✱ ✷✵✶✺✮ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉✬✉♥❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ♦✉ ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❡st ♠❛♥✐♣✉❧❛tr✐❝❡ ❞❛♥s ❧❛
♠❡s✉r❡ ♦ù ❡❧❧❡ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ❛♣♣❡❧ à ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞é❧✐❜ér❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛♥✐♣✉❧és✳
❈♦♠♣r❡♥❞r❡ ❡t ❞é✜♥✐r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✷✸
✶✳✷✳✷ ❱❡rs ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♠ê♠❡ s✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ ❧✉♠✐èr❡ ❞❡s ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s ♥♦t❛❜❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs✱
✐❧ s❡♠❜❧❡r❛✐t q✉❡ ❝❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs s♦✐❡♥t ❡♥ ❛❝❝♦r❞ s✉r ❝❡rt❛✐♥s ♣♦✐♥ts✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s
✉t✐❧✐s♦♥s ❝❡s ♣♦✐♥ts ❝♦♠♠✉♥s ♣♦✉r ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣✉ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡s s❝✐❡♥❝❡s ❤✉♠❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉✲
❧❛t✐♦♥✱ ✉♥❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧✬❡①❡r❝✐❝❡
❞✬✉♥ ♣♦✉✈♦✐r s✉r ❛✉tr✉✐ ❡t q✉❡ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝❡t ❡①❡r❝✐❝❡ ❞✉ ♣♦✉✈♦✐r ❡st ❞✐ss✐♠✉❧é ❛✉① ❛❣❡♥ts
♠❛♥✐♣✉❧és✳
▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ré❞✉✐t❡ à ❞❡ ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡ ♦✉ à ❞❡
❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❜✐❡♥ ❞✐st✐♥❝t❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rs✉❛s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦❡r❝✐t✐♦♥✳
▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡r ❛✉tr✉✐ t♦✉t ❡♥ ✈❡✐❧❧❛♥t à ❧✉✐
❞✐ss✐♠✉❧❡r ❝❡tt❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥✳
P♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs✱ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦❡r❝✐t✐♦♥✱ ♥✐
✈r❛✐♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❡rs✉❛s✐♦♥✱ ♥✐ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡ ✭❍❛♥❞❡❧♠❛♥✱ ✷✵✵✾❀ ❑❧✐❣♠❛♥
❛♥❞ ❈✉❧✈❡r✱ ✶✾✾✷✮✳ ❊❧❧❡ ❡st q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ q✉✐ ❛rr✐✈❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✐♥✈✐s✐❜❧❡✱ ❡t ❛✉
♠♦♠❡♥t ♦ù ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s à ♣❛r❧❡r ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❧✬❛❝t❡ ❛ ❞é❥à été ❝♦♠♠✐s ✭●♦♦❞✐♥✱ ✶✾✽✵✮✳
❆✐♥s✐✱ q✉❛♥❞ ♥♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❛✉ ♣❛ssé ✭✓ ❥✬❛✐ été ♠❛♥✐♣✉❧é ✔✮ ♦✉ à ❧❛
s❡❝♦♥❞❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ✭✓ t✉ ❛s été ♠❛♥✐♣✉❧é ✦ ✔✮✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❜✐❡♥ ❡♥ tr❛✐♥ ❞❡ ❞é❝❧❛r❡r q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡
q✉❡ ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡ ♥❡ s❛✈❛✐t ♣❛s✳ P♦✉r ✭❍❛♥❞❡❧♠❛♥✱ ✷✵✵✾✮✱ ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥é✈✐t❛❜❧❡ ❡st q✉❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❡st
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬✐♥❝❛♣❛❝✐té ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r q✉✬❡❧❧❡ ❛ été s✉❥❡tt❡ à ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛tr✐❝❡✳
❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❤❡r❝❤❡✉rs ✭❍❛♥❞❡❧♠❛♥✱ ✷✵✵✾❀ ❆❦♦♣♦✈❛✱ ✷✵✶✸❀ ❚♦❞❞✱ ✷✵✶✸❀ ❈♦❤❡♥✱
✷✵✶✼✮✱ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ✈♦❧♦♥t❛✐r❡ ❞✉ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛
✈✐❝t✐♠❡ ♣♦✉r ❛❝❝♦♠♣❧✐r q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡✳ ◆♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❛❧♦rs ❞✬✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❛t✐♦♥ ✾ ❞❡ ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❞✐ss✐♠✉❧é❡ à ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡✳ ▲❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡
❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❛ ✈r❛✐♠❡♥t ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ q✉❡ ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡ ❛✐t ❧✬✐♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧✐❜r❡♠❡♥t ❡t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t s❡s ❛❝t✐♦♥s ♠❛✐s q✉❡ ❧❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ❡♥ s❛✐t t♦✉❥♦✉rs ❜✐❡♥ ♣❧✉s s✉r ❧❛ ✈r❛✐❡
r❛✐s♦♥ ❞❡ s❡s ❝r♦②❛♥❝❡s✱ ❞❡ s❡s ❞és✐rs ❡t ❞❡ s❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s ✭❍❛♥❞❡❧♠❛♥✱ ✷✵✵✾✮✳ ▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✐♥t❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ✓ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♥♦♥ ✐♥t❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✔
❡st ❞✐s❝✉té❡ ❡t ❢♦rt❡♠❡♥t r❡❢✉sé❡ ✭❑❧✐❣♠❛♥ ❛♥❞ ❈✉❧✈❡r✱ ✶✾✾✷✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛r❧❡r
❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ s✐ ❧❡ s♦✐t ❞✐s❛♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ♥✬❛ ♣❛s ❞é❧✐❜éré s✉r ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ✉♥❡
✈✐❝t✐♠❡✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥ ❛❣❡♥t q✉✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ à s♦♥ ✐♥s✉ ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t s❛♥s q✉✬✐❧ ❡♥ s♦✐t ❝♦♥s❝✐❡♥t ♥❡
♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❡♥ tr❛✐♥ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❡st
♦♠♥✐♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥t❡r✲❛❣❡♥ts ❡t ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣❡rt✐♥❡♥t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡
t♦✉t ❡st ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❝❡tt❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ s✐♠♣❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡
❧✬✐♥✢✉❡♥❝é ♥✬❛ ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ ❞✬êtr❡ ✐♥✢✉❡♥❝é✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ❞❡
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❧❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ❛✐t ❡✉ ❝❡tt❡ ✈ér✐t❛❜❧❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡r ❧✬❛✉tr❡ s❛♥s q✉✬✐❧ ♥❡
s✬❡♥ r❡♥❞❡ ❝♦♠♣t❡✳ ◆♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❞✬✐♥t❡♥t✐♦♥s ❞é❧✐❜éré❡s✳
✾✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ♣♦rt❡r s✉r ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s✱ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♦✉ ♠ê♠❡
❞❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♥❡ ♣♦rt❛♥t q✉❡ s✉r
❧❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s ❞❡s ❛❣❡♥ts ✈✐❝t✐♠❡s ♦✉ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡ ❛♠è♥❡ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ❞❡ ✈r❛✐ à s♦♥ ✐♥s✉✳
✷✹ ▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts
❊♥ rés✉♠é✱ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♣♦ssè❞❡ ❞♦♥❝ tr♦✐s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ✿
✖ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ❞✉ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ❀
✖ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡①❡r❝é❡ s✉r ✉♥❡ ✈✐❝t✐♠❡ ❀
✖ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❞✐ss✐♠✉❧é❡ à ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡✳
❈❡s tr♦✐s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❢♦♥❞❡♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✹ ✲ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✿ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ❞✬✉♥
❛❣❡♥t ❞✬✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❡r ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t✱ t♦✉t ❡♥ ✈❡✐❧❧❛♥t à ❧✉✐ ❞✐ss✐♠✉❧❡r ❝❡tt❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥s✲
tr✉♠❡♥t❛❧✐s❡r✳
❙✐ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♥✬❛ ❡♥❝♦r❡ ❥❛♠❛✐s été ❝♦♥s✐❞éré❡ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲
❛❣❡♥ts✱ ❞❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ét✉❞✐é ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡✱ ♦✉
❡♥❝♦r❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❙▼❆✳
✶✳✷✳✸ ❙tr❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts
▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ❞✬✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❡r ✉♥ ❛❣❡♥t
t♦✉t ❡♥ ✈❡✐❧❧❛♥t à ❧✉✐ ❞✐ss✐♠✉❧❡r ❝❡tt❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❡r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥❡ str❛té❣✐❡
❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st✱ q✉❛♥t✲à✲❡❧❧❡✱ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s ré❛❧✐sé❡s ♣❛r ✉♥ ♦✉ ♣❧✉✲
s✐❡✉rs ❛❣❡♥ts ❛♠❡♥❛♥t à ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✶✵✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❝❛❝❤❡r ✉♥❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❣❛r❞❡r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ s✉r ✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ❡st ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
q✉✐ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❡rs♦♥♥❡✳ ❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① q✉✐ ♦♥t
♠✐s ❡♥ ❧✉♠✐èr❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♣❧✉s✐❡✉rs t❛①♦♥♦♠✐❡s ❞❡ str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛
tr♦♠♣❡r✐❡✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉✲
❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❙▼❆ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ❥❡✉①✱ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ✈♦t❡✱ ❧❡s
s②stè♠❡s ❞✬❡♥❝❤èr❡s✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ré♣✉t❛t✐♦♥✱ ♣✉✐s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ ❞❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉✈❛♥t ❡①✐st❡r ❞❛♥s ❧❡s ❙▼❆✳
❚❛①♦♥♦♠✐❡s ❞❡ ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡ ❞❛♥s ❧❡s ❙▼❆
❉❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts✱ ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡ s❡ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞✬✐♥❞✉✐r❡ ❡♥ ❡rr❡✉r
❡♥ ❞✐ss✐♠✉❧❛♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦✉ ❡♥ ré✈é❧❛♥t ❞❡ ❢❛✉ss❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s à ❞✬❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts✳ ❊❧❧❡
s❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❞✐ss✐♠✉❧❡r ♣❧✉tôt q✉❡ ❞✬✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❡r✳ ❉❛♥s ❧❡s
rés❡❛✉① ♣❛✐r✲à✲♣❛✐r✱ ❞❡s ❛❣❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t tr♦♠♣❡r ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ❞✉ s②stè♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡
♣r♦♣❛❣❡r ❞❡s ♠❛❧✇❛r❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ rés❡❛✉ s❛♥s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t ❝❤❡r❝❤❡r à ♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s
❛❣❡♥ts ❞✉ s②stè♠❡ ✭❋♦①✱ ✷✵✵✶✮✳ ❉❛♥s ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t q✉❡st✐♦♥
❞✬✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❡t ❞♦♥❝✱ ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡ ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡ ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡
♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞✬✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❡r t♦✉t ❡♥ ✈❡✐❧❧❛♥t à ❞✐ss✐♠✉❧❡r ❝❡tt❡
✶✵✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♥♦✉s ♣❛r❧♦♥s s♦✉✈❡♥t ❞❡ ✓ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ✔ ❛✉ ♣❧✉r✐❡❧ ♣♦✉r é✈♦q✉❡r ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛✲
♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ t❛♥❞✐s q✉❡ ♥♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❞❡ ✓ ❧❛ ✔ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ✓ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ❞✬✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❡r
❧✬❛✉tr❡ ❛❣❡♥t s❛♥s q✉✬✐❧ ♥❡ s✬❡♥ r❡♥❞❡ ❝♦♠♣t❡ ✔✳ ■❧ ② ❛ ❛❧♦rs ✉♥❡ ✭❡t ✉♥✐q✉❡✮ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❛✉ s✐♥❣✉❧✐❡r ♠❛✐s ❞❡s
str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉ ♣❧✉r✐❡❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞és✐❣♥❡ ❡♥ ré❛❧✐té ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞❡
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ♥♦♥ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳
❈♦♠♣r❡♥❞r❡ ❡t ❞é✜♥✐r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✷✺
❉✐♠❡♥s✐♦♥s ❈❛té❣♦r✐❡s ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥s
❖❜❥❡t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❚r♦♠♣❡r✐❡ ❘♦❜♦t✲❍✉♠❛✐♥ ✭❍✮ ▲❡ r♦❜♦t tr♦♠♣❡ s❡s ♣❛rt❡♥❛✐r❡s ❤✉✲
♠❛✐♥s
❚r♦♠♣❡r✐❡ ❘♦❜♦t✲◆♦♥ ❤✉♠❛✐♥
✭◆✮
▲❡ r♦❜♦t tr♦♠♣❡ ❞✬❛✉tr❡s r♦❜♦ts✱ ❞❡s
❛♥✐♠❛✉①✱ ❡t❝✳
❇✉t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❖r✐❡♥té ✈❡rs s♦✐ ✭❙✮ ▲❡ r♦❜♦t tr♦♠♣❡ ♣❛r ❜é♥é✜❝❡s ♣❡rs♦♥✲
♥❡❧
❖r✐❡♥té ✈❡rs ❧❡s ❛✉tr❡s ✭❖✮ ▲❡ r♦❜♦t tr♦♠♣❡ ♣♦✉r ❧❡s ❜é♥é✜❝❡s ❞❡
❧✬❛❣❡♥t tr♦♠♣é
❚②♣❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
P❤②s✐q✉❡ ✭P✮ ▲❛ tr♦♠♣❡r✐❡ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧✬❛s♣❡❝t ♣❤②✲
s✐q✉❡ ❞✉ r♦❜♦t✱ s❛♥s ❛✉❝✉♥❡ ♥é❝❡ss✐té
❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦❣♥✐t✐✈❡s é❧❡✲
✈és
❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛❧❡ ✭❇✮ ▲❛ tr♦♠♣❡r✐❡ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛✲
t✐♦♥s ❞❡s ét❛ts ♠❡♥t❛✉①✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥t ❡t ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦❣♥✐t✐❢s é❧❡✈és
❚❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶ ✕ ❉✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛❣❡♥ts ❛rt✐✜❝✐❡❧s ✭❙❤✐♠ ❛♥❞ ❆r❦✐♥✱ ✷✵✶✸✮
✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❡①❡♠♣❧❡
❞❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ré♣✉t❛t✐♦♥✱ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ q✉❛❧✐té
❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s té♠♦✐❣♥❛❣❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❣❡♥ts✱ ✉♥ ✈❡♥❞❡✉r ♣❡✉t tr♦♠♣❡r
s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s♦♥ ♣r♦❞✉✐t ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❞❡ ❢❛✉ss❡s ✐❞❡♥t✐tés ❡t s✬❛✉t♦✲♣r♦♠♦✉✈♦✐r ❛✜♥ ❞✬✐♥❝✐t❡r
❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❝❧✐❡♥ts à ✈❡♥✐r ❛❝❤❡t❡r s❡s ♣r♦❞✉✐ts ✭❉♦✉❝❡✉r✱ ✷✵✵✷✮✳ ▲✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞✉ ✈❡♥❞❡✉r ❡st
❜✐❡♥ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡r s❡s ❝❧✐❡♥ts ❡♥ ❧❡s ❛♠❡♥❛♥t à ❛❝❤❡t❡r s♦♥ ♣r♦❞✉✐t s❛♥s ♠ê♠❡ q✉✬✐❧s ♥❡ s❡ r❡♥❞❡♥t
❝♦♠♣t❡ ❞✉ str❛t❛❣è♠❡✳ ▲❡ ✈❡♥❞❡✉r ♠❛♥✐♣✉❧❡ ❞♦♥❝ ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts✳
✭❙❤✐♠ ❛♥❞ ❆r❦✐♥✱ ✷✵✶✸✮ s♦✉❧✐❣♥❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡ ❡st s✐ ❢réq✉❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❤✉♠❛✐♥s✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉rr✐♦♥s ♣❛s ❛✉ss✐ ❧❛
r❡♥❝♦♥tr❡r ❝❤❡③ ❞❡s ❛❣❡♥ts ❛rt✐✜❝✐❡❧s✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ✐❧s ♣r♦♣♦s❡♥t ❛❧♦rs ✉♥❡ t❛①♦♥♦♠✐❡ s✉r ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡
❡♥tr❡ ❤✉♠❛✐♥s✲r♦❜♦ts ❡t r♦❜♦ts✲r♦❜♦ts ❡♥ ❞✐st✐♥❣✉❛♥t tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡ ✐❧❧✉stré❡
♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶ ✿
▲✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✿ ❧❡ t②♣❡ ❞✬❛❣❡♥t ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ q✉✬✐❧ s♦✐t ❛rt✐✜❝✐❡❧ ♦✉ ❤✉♠❛✐♥ ❀
▲❡ ❜✉t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✿ ❧❡s r❛✐s♦♥s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✉♥ ❛❣❡♥t ♣❡✉t ❞és✐r❡r tr♦♠♣❡r✱ q✉✬❡❧❧❡s
s♦✐❡♥t ♣♦✉r ❧✉✐ ♦✉ ♣♦✉r ❧✬❛✉tr❡ ❛❣❡♥t ❀
▲❡ t②♣❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✿ ✉♥ ❛❣❡♥t ♣❡✉t tr♦♠♣❡r ♣❛r s♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ✭❡①✳ ❧❡ ❝❛♠♦✉✢❛❣❡✮ ♦✉ ♣❛r
❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦❣♥✐t✐❢s✳
P♦✉r ✭❲❤❛❧❡②✱ ✶✾✽✷✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ tr♦♠♣❡r✐❡ ✿ ❧❡s tr♦♠♣❡r✐❡s ❞❡ t②♣❡ ❞✐ss✐✲
♠✉❧❛tr✐❝❡s✱ ✐✳❡✳ ❝❡❧❧❡s q✉✐ ❝❛❝❤❡♥t ❧❡ ré❡❧ ❀ ❞❡ ❝❡❧❧❡s q✉✐ s✐♠✉❧❡♥t ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t ❧❡ ❢❛✉①✳ ❈❤❛❝✉♥❡
❞❡ ❝❡s ❝❛té❣♦r✐❡s s❡ ❞✐✈✐s❡♥t ❡♥ tr♦✐s s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡s rés✉♠é❡s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✳ ❉❛♥s ❧❛ ♠✐s❡
❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥❡ tr♦♠♣❡r✐❡✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♠❜✐♥é❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ✉t✐❧✐s❡r ❧✬é❜❧♦✉✐ss❡♠❡♥t ❡t ❢❛✐r❡ ♣❛ss❡r ❝❡❧❛ ♣♦✉r ✉♥ ❧❡✉rr❡✳
✷✻ ▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts
❈❛té❣♦r✐❡s ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥s
❉✐ss✐♠✉❧❛t✐♦♥
▼❛sq✉❛❣❡ ❈♦♥s✐st❡ à é✈✐t❡r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡♥ ❥♦✉❛♥t ✉♥ ❞♦✉❜❧❡ rô❧❡✱ ♦✉
❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t à r❡♥❞r❡ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞❡ ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡
❘❡❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❈♦♥s✐st❡ à ❝❛❝❤❡r ❧❡ ré❡❧ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t tr❛♥s♣❛r❛îtr❡ q✉❡❧q✉❡
❝❤♦s❡ ♣♦✉r ❛✉tr❡ ❝❤♦s❡
➱❜❧♦✉✐ss❡♠❡♥t ❈♦♥s✐st❡ à ❛tt✐r❡r ❧✬❛tt❡♥t✐♦♥ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❤♦s❡s
❛✜♥ ❞❡ ❞✐ss✐♠✉❧❡r ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥
▼✐♠ét✐s♠❡ ❈♦♥s✐st❡ à ❛tt✐r❡r ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡ ❡♥ s✐♠✉❧❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t
■♥✈❡♥t✐♦♥ ❈♦♥s✐st❡ à ✐♥✈❡♥t❡r ✉♥❡ ❢❛✉ss❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
▲❡✉rr❡ ❈♦♥s✐st❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥ ❧❡✉rr❡ ❛✜♥ ❞❡ ❝ré❡r ✉♥❡
❞✐✈❡rs✐♦♥
❚❛❜❧❡❛✉ ✶✳✷ ✕ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡ ✭❲❤❛❧❡②✱ ✶✾✽✷✮
❈❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s t❛①♦♥♦♠✐❡s ♣ré❝✐s❡♥t ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❝♦♠♠❡ ❞❡ ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡ ❞❛♥s ❧❡s
❙▼❆ ❡t ♥♦✉s é❝❧❛✐r❡♥t s✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛♥✐èr❡s ❞♦♥t ✉♥ ❛❣❡♥t ♣❡✉t s✬② ♣r❡♥❞r❡ ♣♦✉r tr♦♠♣❡r ❧❡s
❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ❞✉ s②stè♠❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ s✐ ❞❡s ❛✉t❡✉rs ❝♦♠♠❡ ❙❤✐♠ ❡t ❆r❦✐♥ ♦✉ ❇❡❧❧ ❡t ❲❤❛❧❡②
ét❛❜❧✐ss❡♥t ✉♥❡ t❛①♦♥♦♠✐❡ ❞❡ ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡ ❀ ❞✬❛✉tr❡s ❛✉t❡✉rs ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐✲
♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❙▼❆ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ❥❡✉①✱ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡
✈♦t❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ré♣✉t❛t✐♦♥✳
❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❙▼❆
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡s tr❛✈❛✉① q✉✐ ♦♥t ét✉❞✐é ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ str❛té❣✐❡s
❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❞❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts ❝♦♠♠❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s s②stè♠❡s à ❜❛s❡ ❞❡
❥❡✉①✱ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ✈♦t❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ré♣✉t❛t✐♦♥ ✶✶✳
❙②stè♠❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ❥❡✉① ▲❛ t❤❡♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉① s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❛❣❡♥ts ❡t s❡
❢♦♥❞❡ s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s ❛❣❡♥ts s♦♥t r❛t✐♦♥♥❡❧s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ❛❣❡♥ts ✈♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❝❤❡r✲
❝❤❡r à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡✉r ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡ ♣❡rs♦♥♥❡❧❧❡ ♦✉ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s
q✉✬✐❧s ♣❡✉✈❡♥t ♣r❡♥❞r❡✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉①✱ ❊tt✐♥❣❡r ❡t ❏❡❤✐❡❧ ❢♦♥❞❡♥t ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡
❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡ ✭❊tt✐♥❣❡r ❛♥❞ ❏❡❤✐❡❧✱ ✷✵✶✵✮✳ ❯♥ ❛❣❡♥t ✈❛ ❝❤❡r❝❤❡r à tr♦♠♣❡r ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts s✬✐❧ ❛
❧❡ ♣❧✉s ❞✬✐♥térêts à ❧❡ ❢❛✐r❡ ❡t ❝❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s q✉✬✐❧ ♣♦ssè❞❡ s✉r ❧❛
♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts r❛✐s♦♥♥❡♥t✳ ✭❲❛❣♥❡r ❛♥❞ ❆r❦✐♥✱ ✷✵✵✾❀ ❲❛❣♥❡r ❛♥❞ ❆r❦✐♥✱ ✷✵✶✶✮
✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉① ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❞✐❧❡♠♠❡ ❞✉ ♣r✐s♦♥♥✐❡r ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r
✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥ ❛❣❡♥t ❛rt✐✜❝✐❡❧ ❛ t♦✉t ✐♥térêt à tr♦♠♣❡r ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t✳ ❉❛♥s ✉♥
❞✐❧❡♠♠❡ ❞✉ ♣r✐s♦♥♥✐❡r✱ ❞❡✉① ❛❣❡♥ts ♦♥t ❞❡✉① ❛❝t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ✿ ❞✐r❡ ❧❛ ✈ér✐té ♦✉ ♠❡♥t✐r✳ ❙✐ ❧❡s
❞❡✉① ❛❣❡♥ts ♠❡♥t❡♥t ❛❧♦rs ✐❧s ❣❛❣♥❡♥t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ré❝♦♠♣❡♥s❡✱ s✐ ❧✬✉♥ ♠❡♥t ❡t ❧✬❛✉tr❡ ❞✐t ❧❛
✶✶✳ P❛r s♦✉❝✐s ❞❡ ❝♦♥❝✐s✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❧❛ ♣rét❡♥t✐♦♥ ❞✬êtr❡ ❡①❤❛✉st✐❢ ❡t ♥❡ ♣rés❡♥t♦♥s q✉❡ q✉❡❧q✉❡s
❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts ✈✉❧♥ér❛❜❧❡s ❛✉① str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞✬❛✉tr❡s s②stè♠❡s s♦♥t
✈✉❧♥ér❛❜❧❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ r❡❝♦♠♠❛♥❞❛t✐♦♥ ✭❇❤❛✉♠✐❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❩❤♦✉✱ ✷✵✶✷✮✳
❈♦♠♣r❡♥❞r❡ ❡t ❞é✜♥✐r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✷✼
✈ér✐té ❝❡❧✉✐ q✉✐ ♠❡♥t ♣❡r❞✱ s✐ ❧❡s ❞❡✉① ❛❣❡♥ts ❞✐s❡♥t ❧❛ ✈ér✐té✱ ✐❧s ♣❡r❞❡♥t ♠♦✐♥s q✉❡ s✐ ✉♥ ❛❣❡♥t
❞✐s❛✐t ❧❛ ✈ér✐té ❡t ❧✬❛✉tr❡ ♠❡♥t❛✐t✳ ❯♥ ❛❣❡♥t ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛✈♦✐r ✉♥ ✐♥térêt r❛t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ♠❡♥t✐r s✬✐❧
s❛✐t q✉✬✐❧ ✈❛ ♠❛①✐♠✐s❡r s❡s ❣❛✐♥s✳
❙②stè♠❡s ❞❡ ✈♦t❡ ❡t ❞✬❡♥❝❤èr❡s ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ✈♦t❡ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ à ❞❡s ❛❣❡♥ts ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ♣r✐s❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥s
❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s✳ ❊❧❧❡ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ss✐ ❛✉① str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ✈♦t❡ ❡t à
❧❡✉r r♦❜✉st❡ss❡ ✭●✐❜❜❛r❞✱ ✶✾✼✸✮✳ ❉❛♥s ❧❡s ❡♥❝❤èr❡s ❞❡ ❱✐❝❦r❡② ✭❙❛♥❣❤✈✐ ❛♥❞ P❛r❦❡s✱ ✷✵✵✹❀ P❛r❦❡s
❛♥❞ ❯♥❣❛r✱ ✷✵✵✵✮✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r à ✉♥ ♦❜❥❡t ❞♦♥t
❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❛❣❡♥ts ❞✉ s②stè♠❡ ❞és✐r❡♥t✱ ✉♥ ❛❣❡♥t ✈❛ r❡♠♣♦rt❡r ❧✬♦❜❥❡t s✐ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣r♦♣♦s❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❧❛ ♣❧✉s é❧❡✈é❡✱ ♠❛✐s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♣❛✐❡r❛ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛❣❡♥t ❞❡ ❧✬❡♥❝❤èr❡✳ ❯♥❡
str❛té❣✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❡♥❝❤èr❡s ❝♦♥s✐st❡ à ❢♦♥❞❡r ✉♥❡ ❝♦❧❧✉s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❛❣❡♥ts ♦ù t♦✉s
❧❡s ❛❣❡♥ts ré✈è❧❡♥t ❛✉① ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ❧❡✉r ♣r✐① ❛♥♥♦♥❝é ♣♦✉r ✉♥ ♦❜❥❡t ✭❘♦❜✐♥s♦♥✱ ✶✾✽✺✮✳ ❯♥❡
❢♦✐s ❧❡✉rs ♣r✐① ré✈é❧és✱ ❧❡s ❛❣❡♥ts ❝♦♥s❡r✈❡♥t ❧✬♦r❞r❡ ❞♦♥♥é✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t ♣❡✉t ❜❛✐ss❡r s❛
✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r à ❧✬❛❣❡♥t ❣❛❣♥❛♥t ❧❡ ♣r✐① ❧❡ ♣❧✉s ❜❛s ♣♦✉r ❧✬♦❜❥❡t✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ str❛té❣✐❡
❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ✈❡♥❞❡✉r ❡st ❞❡ ❝ré❡r ✉♥❡ ❢❛✉ss❡ ✐❞❡♥t✐té ❛✜♥ ❞✬❡♥❝❤ér✐r s✉r ❧❡s ❛✉tr❡s
♦✛r❛♥ts ❛✜♥ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡ ❜é♥é✜❝❡ ré❛❧✐sé s✉r ❧✬♦❜❥❡t ✭❆✉s✉❜❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳
❙②stè♠❡s ❞❡ ré♣✉t❛t✐♦♥ ▲❡s s②stè♠❡s ❞❡ ré♣✉t❛t✐♦♥ ♣rés❡♥tés à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✸ ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ✉t✐❧✐sés à ❞❡s ✜♥s ♠❛❧❤♦♥♥êt❡s ♣❛r ❞❡s ❛❣❡♥ts✳ ❈❡rt❛✐♥s ❞❡ ❝❡s ❛❣❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t ❥♦✉❡r s✉r
❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ q✉❡ ❧❡✉r ❛❝❝♦r❞❡♥t ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ♣♦✉r ❧❡s ✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❡r s❛♥s q✉✬✐❧s ♥❡ s✬❡♥
r❡♥❞❡♥t ❝♦♠♣t❡✳ ✭❱❛❧❧é❡✱ ✷✵✶✺✮ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ t❛①♦♥♦♠✐❡✱ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✺✱ s✉r ❧❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡s s②stè♠❡s✳ ■❧ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞❡
str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ré♣✉t❛t✐♦♥✳ ▲❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡①✲
♣❧✐❝✐t❡s ❝♦♥s✐st❡♥t à ♣❛rt❛❣❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡ ❛✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✉✐r❡ ❡♥
❡rr❡✉r✳ ❚❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ❝♦♥s✐st❡♥t à ✐♥t❡r❛❣✐r ❛✈❡❝ ❧❡ s②stè♠❡
❛✜♥ q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ❞é❞✉✐s❡♥t ❞❡ ❧❡✉rs ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❢❛✉ss❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✳ P❛r♠✐ ❧❡s
str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡s✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❡♥❝♦r❡ ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ✿ ❧❡s str❛té❣✐❡s q✉✐
✈♦♥t r❡♣♦s❡r s✉r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣r✐✈é❡s q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ✈❛ tr❛♥s♠❡ttr❡ ❛✉① ❛✉tr❡s✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t s♦♥
♣r♦✜❧ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♦✉ s❡s té♠♦✐❣♥❛❣❡s s✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ❀ ❞❡s str❛té❣✐❡s q✉✐ r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣✉❜❧✐q✉❡s ✭✐❞❡♥t✐tés✮ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ♠❡♥t✐r s✉r s♦♥ ✐❞❡♥t✐té ✭✉s✉r✲
♣❛t✐♦♥✮ ♦✉ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ r❡❝♦♠♠❡♥❝❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐❞❡♥t✐té ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✭❜❧❛♥❝❤✐♠❡♥t✮✳ ▲❡s
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ✐♥❝❧✉❡♥t ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✿ ❧❡s str❛té❣✐❡s
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛❧❡s ❡t ❧❡s str❛té❣✐❡s q✉✐ r❡♣♦s❡♥t s✉r ✉♥ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t str❛té❣✐q✉❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❧♦rsq✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ♦s❝✐❧❧❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛❧❤♦♥♥êt❡ ❡t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❤♦♥♥êt❡ ♣♦✉r
✐♥❞✉✐r❡ ❡♥ ❡rr❡✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ❞✉ s②stè♠❡ ✭♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✮✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥t❛❧❡✳ ▲❛ tr❛îtr✐s❡ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛❧❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ à ♦❜t❡♥✐r
❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ❞✉ s②stè♠❡ ♣✉✐s à ❛❣✐r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♠❛❧❤♦♥♥êt❡ ❛✈❡❝ ❡✉①✳ ❊♥✜♥✱ ✐❧
❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ♣❛r ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥ts str❛té❣✐q✉❡s✱ ❧❡s ❛tt❛q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❞é♥✐s ❞❡
s❡r✈✐❝❡ ✶✷ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❝r♦✐r❡ ❛✉① ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts q✉✬✉♥ s❡r✈✐❝❡ ♣r♦♣♦sé ♥✬❡st ♣❛s ✜❛❜❧❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s
✶✷✳ ❯♥❡ ❛tt❛q✉❡ ♣❛r ❞é♥✐ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ♦✉ ❛tt❛q✉❡ ❉♦❙ ✭❲♦♦❞ ❛♥❞ ❙t❛♥❦♦✈✐❝✱ ✷✵✵✷❀ ❙♣❡❝❤t ❛♥❞ ▲❡❡✱ ✷✵✵✹✮ ❝♦♥s✐st❡
à s✉r❝❤❛r❣❡r ✉♥ s❡r✈❡✉r ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ très ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ r❡q✉êt❡s✳ ❈❡s ❛tt❛q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ♣♦✉r ✜♥❛❧✐té ❞❡
✷✽ ▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts
❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ ✕ ❚❛①♦♥♦♠✐❡ ❞❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❙❘ ✭❱❛❧❧é❡✱ ✷✵✶✺✮
❛tt❛q✉❡s ❞❡ ❧✬❤♦♠♠❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ♦ù ✉♥ ❛❣❡♥t ✈❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✐♥t❡r❝❡♣t❡r ❞❡s té♠♦✐❣♥❛❣❡s ❡♥tr❡
❞❡✉① ❛❣❡♥ts ❡t ❢❛❧s✐✜❡r ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✳
❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡❣r♦✉♣❡r ❝❡s str❛té❣✐❡s
❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ s✐① ❝❛té❣♦r✐❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✸✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡
❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❛té❣♦r✐❡s✳
❊①♣❧♦✐t❡r ✉♥❡ ❢❛✐❧❧❡ ♦✉ ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ss❡
▲♦rsq✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ♠❛♥✐❢❡st❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱ ✉♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ♣❡✉t ❡①♣❧♦✐t❡r ❝❡ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t à s❡s ♣r♦♣r❡s ✜♥s✳ ❊♥ ♣s②❝❤♦❧♦❣✐❡ s♦❝✐❛❧❡✱ ❏♦✉❧❡ ❡t ❇❡❛✉✈♦✐s ♦♥t é❝r✐t ❯♥ ♣❡t✐t tr❛✐té
❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ à ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡s ❤♦♥♥êt❡s ❣❡♥s ✭❏♦✉❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✐❧s ♣rés❡♥t❡♥t ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉♠✐ss✐♦♥ ❧✐❜r❡♠❡♥t ❝♦♥s❡♥t✐❡✳ ❈❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❞é❝r✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t❛❧❡s✳ P❛r♠✐ ❝❡❧❧❡s✲❝✐✱ ❧✬❛♠♦rç❛❣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞❡♠❛♥❞❡r à ✉♥❡ ✈✐❝t✐♠❡
✉♥ s❡r✈✐❝❡ s✐♠♣❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡♠❛♥❞❡r ❧✬❤❡✉r❡✳ ■❧ s✬❛✈èr❡ q✉✬❛♣rès ❛✈♦✐r ♦❜t❡♥✉ ❝❡
♣r❡♠✐❡r s❡r✈✐❝❡✱ ✐❧ ❡st ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡r ✉♥ s❡r✈✐❝❡ ♣❧✉s ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t✳
❈❡tt❡ ❢❛✐❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❤✉♠❛✐♥ tr♦✉✈❡ ❛✉ss✐ s♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧♦rsq✉✬✉♥ ♣✐r❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡①♣❧♦✐t❡ ✉♥ ❞é❜♦r❞❡♠❡♥t ❞❡ t❛♠♣♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡ ❡t ✐♥❥❡❝t❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ♠❛✐♥ s✉r ❧❡ s②stè♠❡✳ ✭❊r✐❝❦s♦♥✱ ✷✵✵✽✮ ♣rés❡♥t❡ ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡s q✉✬✉♥ ♣✐r❛t❡ ♣❡✉t ❡①♣❧♦✐t❡r ❡t ✉t✐❧✐s❡r ❝♦♠♠❡
str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲❡ ♣✐r❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❞ét♦✉r♥❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥
❛❣❡♥t ❧♦❣✐❝✐❡❧ ♣♦✉r ❧✉✐ ❢❛✐r❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐té q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t ❧♦❣✐❝✐❡❧ ♥❡ ❞és✐r❛✐t ♣❛s✳ ■❧ ♣❛r✲
✈✐❡♥t à ❝♦♥trô❧❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♥♦♥ ♣ré✈✉❡ s❛♥s ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♥❡
s❡ r❡♥❞❡ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♥♦♠❛❧✐❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛r❧❡r ❞❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳
❉ét♦✉r♥❡r ✉♥❡ ♥♦r♠❡
❯♥ ❛❣❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ♣❡✉t ❞ét♦✉r♥❡r ✉♥❡ ♥♦r♠❡ s♦❝✐❛❧❡ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✸✮ à s♦♥ ♣r♦✜t✳ ❊♥
♣s②❝❤♦❧♦❣✐❡ s♦❝✐❛❧❡✱ ✭❈✐❛❧❞✐♥✐✱ ✷✵✵✶✮ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦r♠❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✉♥ ♠❛♥✐♣✉✲
❧❛t❡✉r ♣❡✉t s✬❛♣♣✉②❡r ♣♦✉r ♣♦✉ss❡r ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t à ré❛❧✐s❡r s♦♥ ❞és✐r✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡
ré❝✐♣r♦❝✐té ❝♦♥s✐st❡ à t♦✉❥♦✉rs r❡♥❞r❡ ❧❛ ♣❛r❡✐❧❧❡ ❛✉① ❛❣❡♥ts ♥♦✉s ♦✛r❛♥t ✉♥ s❡r✈✐❝❡✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s
q✉✬✉♥❡ ♥♦r♠❡ ❞❡ ré❝✐♣r♦❝✐té ❡st ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ♣❛✐r✲à✲♣❛✐r ✭❋♦①✱ ✷✵✵✶✮ ♣✉✐sq✉❡
❢❛✐r❡ t♦♠❜❡r ✉♥ s❡r✈✐❝❡✳
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❇❛s❡s ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❊①❡♠♣❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ❙▼❆
❊①♣❧♦✐t❡r ✉♥❡ ❢❛✐❧❧❡ ♦✉ ✉♥❡
❢❛✐❜❧❡ss❡
▲✬❛❣❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ❡①♣❧♦✐t❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ♣♦✉r ❧✬✐♥str✉♠❡♥✲
t❛❧✐s❡r✳
❯♥ ♣✐r❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ q✉✐ ❡①♣❧♦✐t❡ ✉♥❡ ❢❛✐❧❧❡
s②stè♠❡ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉ s②s✲
tè♠❡ ✭❊r✐❝❦s♦♥✱ ✷✵✵✽✮
❉ét♦✉r♥❡r ✉♥❡ ♥♦r♠❡
▲✬❛❣❡♥t ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝♦❧❧❡❝t✐❢
♣♦✉r ✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❡r ✉♥ ❛❣❡♥t
❖✛r✐r ❣r❛t✉✐t❡♠❡♥t ✉♥ s❡r✈✐❝❡ ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ✭❋♦①✱ ✷✵✵✶✮
❆❜✉s❡r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡
▲✬❛❣❡♥t ❥♦✉❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡s ❛✉tr❡s
❛❣❡♥ts ♣♦✉r ❧❡s ✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❡r
❋❛❧s✐✜❡r s♦♥ ✐❞❡♥t✐té ♣♦✉r s❡ ♣r♦♠♦✉✈♦✐r ❞❛♥s ✉♥
s②stè♠❡ ❞❡ ré♣✉t❛t✐♦♥ ✭❘✉❛♥ ❛♥❞ ❉✉rr❡s✐✱ ✷✵✶✻✮
Pr♦✜t❡r ❞❡ ❧❛ r❛t✐♦♥❛❧✐té
▲✬❛❣❡♥t ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ r❛t✐♦♥❛❧✐té ❞❡s ❛❣❡♥ts ♣♦✉r
❧❡s ✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❡r
❋♦✉r♥✐r ✉♥ ❢❛✉① ♣r♦✜❧ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ♣❡r♠❡t à
✉♥ ❛❣❡♥t ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡r ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡♥ s❛ ❢❛✈❡✉r
❧♦rsq✉✬✐❧ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ❝♦♠♠❡ r❛✲
t✐♦♥♥❡❧s✭❱❛❧❧é❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮
❙✬❛♣♣✉②❡r s✉r ❧❡s é♠♦t✐♦♥s
▲✬❛❣❡♥t s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡s é♠♦t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❛✉tr❡
❛❣❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡r
■♠✐t❡r ❧❡s é♠♦t✐♦♥s ♣❡r♠❡t à ❞❡s ❛❣❡♥ts ❞✬❛✉❣✲
♠❡♥t❡r ❧❡✉r ❝❤❛♥❝❡ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡r ✉♥ ❤✉♠❛✐♥ ✭❩❛✲
✇✐❡s❦❛✱ ✷✵✶✺✮
❏♦✉❡r s✉r ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s
❡t ❝r♦②❛♥❝❡s
▲✬❛❣❡♥t ✉t✐❧✐s❡ s❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♦✉ ❧❡s
❝r♦②❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❛❣❡♥t ♣♦✉r ❧✉✐ ❞✐ss✐♠✉✲
❧❡r s❛ str❛té❣✐❡
▲❛ tr♦♠♣❡r✐❡✱ ❧❡ ♠❡♥s♦♥❣❡ ♦✉ ❧❡ ❜❛r❛t✐♥❛❣❡
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s
❧❡sq✉❡❧❧❡s ✉♥ ❛❣❡♥t ❥♦✉❡ s✉r ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ✭❙❛✲
❦❛♠❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮✳
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✸✵ ▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts
❝❡s s②stè♠❡s r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✳ ▲❡s r❡sq✉✐❧❧❡✉rs ✶✸✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❛❣❡♥ts q✉✐
♥❡ r❡♥❞❡♥t ♣❛s ❧❛ ♣❛r❡✐❧❧❡ ❡t ♥❡ ♣❛rt❛❣❡♥t ♣❛s ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s q✉✬✐❧s ré❝✉♣èr❡♥t ❞❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts✱
❞♦✐✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ ❡①❝❧✉s ❞✉ s②stè♠❡✳ ❆ ❝♦♥tr❛r✐♦✱ ✉♥ ❛❣❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ♣❡✉t ❞ét♦✉r♥❡r ❝❡tt❡
♥♦r♠❡ ❡♥ ♦✛r❛♥t ✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ s❡r✈✐❝❡ ♦✉ ✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ à ✉♥ ❛❣❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐
❧✉✐ r❡♥❞❡ ❧❛ ♣❛r❡✐❧❧❡✱ ❡♥ ❧✉✐ ♦✛r❛♥t ❧❡ s❡r✈✐❝❡ ❞❡♠❛♥❞é ♣❛r ❧✬❛❣❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♠ê♠❡ s✐ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡✉rs s❡ s♦♥t ✐♥tér❡ssés à ❧❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
s②stè♠❡s ♥♦r♠❛t✐❢s ❡♥ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡ ✭❈❛st❡❧❢r❛♥❝❤✐ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❀ ➴❣♦t♥❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀
❍❡r③✐❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ❑♥♦❜❜♦✉t ❛♥❞ ❉❛st❛♥✐✱ ✷✵✶✷✮✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ q✉❡ très ♣❡✉ ❞❡ tr❛✈❛✉① ❞❛♥s ❧❡s
❙▼❆ ❝♦♥s❛❝rés à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦r♠❡s ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ❞✉ s②stè♠❡✳
▲❡s s❡✉❧s tr❛✈❛✉① s✬❡♥ r❛♣♣r♦❝❤❛♥t s♦♥t ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉① ❡t ♠♦❞é❧✐s❡♥t ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡
ré❝✐♣r♦❝✐té ♣rés❡♥té❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t à é✈❛❧✉❡r ❧✬✐♥térêt ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t à r❡♥❞r❡ ♦✉ ♥❡ ♣❛s
r❡♥❞r❡ ❧❛ ♣❛r❡✐❧❧❡ ✭❈♦①✱ ✷✵✵✹❀ ❉✉❢✇❡♥❜❡r❣ ❛♥❞ ❑✐r❝❤st❡✐❣❡r✱ ✷✵✵✹❀ ❋❛❧❦ ❛♥❞ ❋✐s❝❤❜❛❝❤❡r✱ ✷✵✵✻✮✳
❆❜✉s❡r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡
P♦✉r ✭❈❛st❡❧❢r❛♥❝❤✐ ❛♥❞ ❋❛❧❝♦♥❡✱ ✷✵✶✵✮✱ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡st ❧❡ ♣✐❧✐❡r ❞❡ ❧❛ s♦❝✐été ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✸✮✳
❈✬❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥str✉✐r❡
❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❛✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♥trô❧❡r ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ❞✉ s②stè♠❡✳ ❊♥ ♠❛r❦❡t✐♥❣✱ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡
❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ ♣♦✉r ❛♠❡♥❡r ✉♥ ❝❧✐❡♥t à ❛❝❤❡t❡r ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞♦♥t ✐❧ ♥✬❛ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❡t s❛♥s q✉✬✐❧
♥✬❡♥ ❛✐t ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ ✭❈❛❧♦✱ ✷✵✶✸✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡s ✈❡♥❞❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✐t ❞❡
r❛r❡té ✭❈✐❛❧❞✐♥✐✱ ✷✵✵✶✮ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ❧✬✐❧❧✉s✐♦♥ à ✉♥ ❝❧✐❡♥t q✉✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❡st ❞❡ q✉❛❧✐té ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧
♥✬❡♥ r❡st❡ ♣❧✉s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❛♥s ❧❡s st♦❝❦s✳
❉❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts✱ ✉♥❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ✉♥ ❛❣❡♥t ❡st
❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♦✉ ♥♦♥ ❡st ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ré♣✉t❛t✐♦♥ ✭❘✉❛♥ ❛♥❞ ❉✉rr❡s✐✱ ✷✵✶✻✮ ❝♦♠♠❡
♣rés❡♥té❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✸✳ ❉❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞❡ s②stè♠❡✱ ✉♥ ❛❣❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ♣❡✉t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
♣r♦✜t❡r ❞✬✉♥❡ ❤❛✉t❡ ré♣✉t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✢♦✉❡r ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ tr❛îtr✐s❡ ✭❙✉❝❤✱
✷✵✶✸✮✳ ▲❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ tr❛îtr✐s❡ ❝♦♥s✐st❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r à ❝♦♥str✉✐r❡
❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣♦✉r ❛♠❡♥❡r ❧❡s ❛❣❡♥ts à ré❛❧✐s❡r s♦♥ ❜✉t s❛♥s q✉❡ ❝❡s ❛❣❡♥ts ♥❡ s❡ ❞♦✉t❡♥t q✉❡
❧✬❛❣❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ❛ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧❡s tr❛❤✐r à ❧❛ ✜♥ ❞❡ s♦♥ ♣❧❛♥✳ ▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♥✬❛ ❞♦♥❝
♣❛s ❧✐❡✉ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❧❡s ❛❣❡♥ts ré❛❧✐s❡♥t q✉✬✐❧s ♦♥t été tr♦♠♣és ♠❛✐s ❛✉ ♠♦♠❡♥t ♠ê♠❡ ♦ù ❧❡
♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ♠❡t ❡♥ ♣❧❛❝❡ s❛ str❛té❣✐❡✳
❏♦✉❡r s✉r ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡t ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s
P✉✐sq✉❡ ❞❛♥s t♦✉t❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❞✐ss✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛❞♦♣t❡r ✉♥❡
str❛té❣✐❡ ❡♠♣ê❝❤❛♥t ❧✬❛✉tr❡ ❛❣❡♥t ❞❡ ❝r♦✐r❡ ♦✉ ❞❡ s❛✈♦✐r q✉✬✐❧ ❡st ♠❛♥✐♣✉❧é ✳ ❯♥❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞♦✐t
❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❥♦✉❡r s✉r ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡t ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❞❡s ❛❣❡♥ts✳ ▲❡ ❧✐♥❣✉✐st❡ ❊❞❞♦
❘✐❣♦tt✐ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ t②♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♣r♦❝❡ss✉s ♣❡r♠❡tt❛♥t à ✉♥ ❛❣❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r
❞✬✐♥❞✉✐r❡ ❡♥ ❡rr❡✉r ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t ❡♥ ❥♦✉❛♥t s✉r s❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❡t s❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ✭❘✐❣♦tt✐✱
✷✵✵✺✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ s♦♣❤✐s♠❡ ❡st ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❥♦✉❡r s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t
❝r♦✐t q✉❡ A ✐♠♣❧✐q✉❡ B✳ ▲❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r s❛✐t q✉❡ A ✐♠♣❧✐q✉❡ B ❡st ❢❛✉①✱ ♠❛✐s ❢❛✐t ❝r♦✐r❡ q✉❡ A
✶✸✳ ❋r❡❡✲r✐❞❡rs ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✳
❈♦♠♣r❡♥❞r❡ ❡t ❞é✜♥✐r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✸✶
❡st ✈r❛✐❡ ❛✜♥ q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧é ❞é❞✉✐s❡ B✳ ▲✬❛❣❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ❡①♣❧♦✐t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞é❧✐❜éré❡
❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧é ❞❡ ❝r♦✐r❡ q✉❡ A ✐♠♣❧✐q✉❡ B ❡t ❛♠è♥❡ ❞♦♥❝ ❧✬❛❣❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧é à ❝r♦✐r❡
B t♦✉t ❡♥ ✈❡✐❧❧❛♥t à ❝❡ q✉❡ ❝❡t ❛❣❡♥t ♥❡ s❛❝❤❡ ♣❛s ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✉ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❡r s♦♥
❡rr❡✉r ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✳
▲❡ ♠❡♥s♦♥❣❡ ❡st r❡♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t✱
❛♣♣❡❧é ♠❡♥t❡✉r✱ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝r♦✐r❡✱ ❡♥ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❛♥t à ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t✱ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t
♠❡♥t❡✉r ♥❡ ❝r♦✐t ♣❛s ❝♦♠♠❡ ✈r❛✐❡ ✭❙❛❦❛♠❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮✳ ▲❡ ♠❡♥s♦♥❣❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
str❛té❣✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞ès ❧♦rs q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t ♠❡♥t❡✉r ❛ ♣♦✉r ✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧✬❛✉tr❡ ❛❣❡♥t
♣❛r ❧❡ ♠❡♥s♦♥❣❡ ❡t ❝❡✱ s❛♥s q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t ✈✐❝t✐♠❡ ♥❡ s✬❡♥ ❛♣❡rç♦✐✈❡✳ ■❧ r❡♣♦s❡ ❞♦♥❝ s✉r ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s
❡t ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ✈✐❝t✐♠❡✱ ❡t ❧✬❡♠♣ê❝❤❡ ❞✬❛❝❝é❞❡r à ❧❛ ✈ér✐té✳
Pr♦✜t❡r ❞❡ ❧❛ r❛t✐♦♥❛❧✐té
▲❛ r❛t✐♦♥❛❧✐té ❡st ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❛❣❡♥ts à ✈♦✉❧♦✐r t♦✉❥♦✉rs ♠❛①✐♠✐s❡r ❝❡ q✉✬✐❧s ♣❡✉✈❡♥t
❡s♣ér❡r ❣❛❣♥❡r s✉r ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ✐♥✢✉❡♥❝❡r ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s
s❛♥s ♠ê♠❡ q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t s♦✐t ❝♦♥s❝✐❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡✳ ▼ê♠❡ s✐ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ r❛t✐♦♥❛❧✐té ❡st
❞é❜❛tt✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s é❝♦♥♦♠✐q✉❡s ❛♣♣❧✐q✉és ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s
❤✉♠❛✐♥s ✭❑❛❤♥❡♠❛♥✱ ✷✵✶✶✮✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣❛r ❞❡s ❣♦✉✈❡r♥❡♠❡♥ts ♣♦✉r
❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ❝❤♦✐① ❣é♦♣♦❧✐t✐q✉❡s ❡t str❛té❣✐q✉❡s✳ ✭❍❛♥❞❡❧♠❛♥✱ ✷✵✵✾✮ é✈♦q✉❡ ❧❛ ❣✉❡rr❡ ❞✬■r❛❦ ❛♥✲
♥♦♥❝é❡ ❡♥ ✷✵✵✸ ♣❛r ❧❡ ♣rés✐❞❡♥t ❲✳ ❇✉s❤✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❛s ❞❡ ❣✉❡rr❡ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ✐♥térêts
❣é♦♣♦❧✐t✐q✉❡s ❡t str❛té❣✐q✉❡s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✉ ♣rés✐❞❡♥t ❞❡ ❣❛❣♥❡r ❡♥ ♣♦♣✉❧❛r✐té ♣❛r ❧✬✐♥str✉♠❡♥✲
t❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❣✉❡rr❡✳ ▲❛ r❛t✐♦♥❛❧✐té ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ à ❞❡s ❛❣❡♥ts ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ s✉r
✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦✉ ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ s❛♥s ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡s ❛❣❡♥ts ♥❡ s❛❝❤❡♥t q✉❡ ❝❡tt❡
str❛té❣✐❡ ❛ ♣♦✉r ✜♥❛❧✐té ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ r❛t✐♦♥❛❧✐té ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉① ♣♦✉r ✐♥✢✉❡♥❝❡r
❧❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ❞❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✸✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❥❡✉① ❤é❞♦♥✐q✉❡s q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❥❡✉① ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s ❛❣❡♥ts ♦♥t ❝❤❛❝✉♥ ✉♥ ♣r♦✜❧
❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s q✉✬✐❧s ❞és✐r❡♥t ❢♦r♠❡r✳ ✭❱❛❧❧é❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮ ét✉❞✐❡
❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♣♣❡❧é❡s ❛tt❛q✉❡s ❙②❜✐❧✳ ❉❛♥s ❝❡s s②stè♠❡s✱ ❧❡s
❛tt❛q✉❡s ❙②❜✐❧ ❝♦♥s✐st❡♥t à ✐♥té❣r❡r ❞❡ ❢❛✉① ❛❣❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ à ✉♥ ❛❣❡♥t
♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ q✉❡ ❝❡❧❧❡ q✉✬✐❧ ♣♦✉rr❛✐t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✐r s❛♥s
❝❡tt❡ str❛té❣✐❡✳ ◆♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❛✉ss✐ ❞❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♣✉✐sq✉✬✉♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ✈❡✐❧❧❡
❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ à ♥❡ ❥❛♠❛✐s ré✈é❧❡r s❛ str❛té❣✐❡ ♣♦✉r ✐♥✢✉❡♥❝❡r ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ r❡t❡♥✉❡
♣❛r ❧❡ s②stè♠❡✳
❙✬❛♣♣✉②❡r s✉r ❧❡s é♠♦t✐♦♥s
▲❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❤✉♠❛✐♥s ♣❡✉✈❡♥t r❡♣♦s❡r s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ é♠♦t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ♣♦✉r
✉♥ ❛❣❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❝❡rt❛✐♥s ét❛ts é♠♦t✐♦♥♥❡❧s ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧♦rsq✉✬ ✉♥
❡♥❢❛♥t ♣❧❡✉r❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❥♦✉❡t ❛✉♣rès ❞❡ s❡s ♣❛r❡♥ts✳ ▲✬❡♥❢❛♥t ✈❡✐❧❧❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥
❞é❧✐❜éré❡ à s❡ ♠❡ttr❡ ❞❛♥s ❝❡t ét❛t ♣♦✉r ❛✛❡❝t❡r ❧✬ét❛t é♠♦t✐♦♥♥❡❧ ❞❡s ♣❛r❡♥ts ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❝❡
q✉✬✐❧ ❞és✐r❡✳ ❊♥ ♣s②❝❤✐❛tr✐❡✱ ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s é♠♦t✐♦♥s tr♦✉✈❡ ❞❡
♥♦♠❜r❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❝♦♠♠❡ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ♠❡♥❛❝❡ ❞❡ s❡ s✉✐❝✐❞❡r✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❧❡ ❢❛✐t t♦✉❥♦✉rs
✸✷ ▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts
❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬♦❜t❡♥✐r q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ❞✬❛✉tr✉✐ ✿ ✉♥❡ é❝♦✉t❡✱ ✉♥ s❡r✈✐❝❡✱ ❡s♣ér❡r s❡ r❡♠❡ttr❡ ❡♥
❝♦✉♣❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ✭●✉♥❞❡rs♦♥✱ ✶✾✽✹✮✳
P♦✉r ❞❡s ❛❣❡♥ts ❛rt✐✜❝✐❡❧s✱ ✐❧ ❡st ❛✉ss✐ ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ q✉❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♣✉✐ss❡♥t
r❡♣♦s❡r s✉r ❧❡s é♠♦t✐♦♥s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✭❩❛✇✐❡s❦❛✱ ✷✵✶✺✮ ❛✣r♠❡ q✉✬✉♥ r♦❜♦t ❛✉❣♠❡♥t❡ s❛ ❝ré❞✐❜✐❧✐té
❧♦rsq✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ✐♠✐t❡ ❧❡s tr❛✐ts ❞❡s ❤✉♠❛✐♥s ❝♦♠♠❡ ❧❡s é♠♦t✐♦♥s✳ ❯♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
❞✬✉♥ r♦❜♦t ❡♥✈❡rs ✉♥ ❤✉♠❛✐♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ r❡♣♦s❡r s✉r ❧✬✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡s é♠♦t✐♦♥s ❛✜♥ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡r
❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❤✉♠❛✐♥ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞✉ r♦❜♦t ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ str❛té❣✐❡ ❞❡
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❛✉① ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❛❣❡♥ts ❛rt✐✜❝✐❡❧s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ✉♥ ❛❣❡♥t
❛rt✐✜❝✐❡❧ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s é♠♦t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t ❡t ré♣♦♥❞❡ à ❝❡tt❡ é♠♦t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ ✉♥ ❛❣❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ♣❡✉t s✐♠✉❧❡r ❞❡s é♠♦t✐♦♥s ❛✜♥ q✉❡ ❝❡t ❛❣❡♥t
❛rt✐✜❝✐❡❧ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞és✐ré❡ ♣❛r ❧❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r✳
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❜❛s❡s ❞❡ str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧❡ rés✉♠❡ ❧❛ ✜✲
❣✉r❡ ✶✳✸✳ ❚♦✉t❡s ❝❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥t tr♦✐s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞✬✉♥❡
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✿
✶✳ ❧✬❛❣❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ❞é❧✐❜èr❡ s✉r ❧❛ str❛té❣✐❡ q✉✬✐❧ ❡st ❡♥ tr❛✐♥ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡
s②stè♠❡ ♣♦✉r ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❧❡s ❛❣❡♥ts ♦✉ ❧❡ s②stè♠❡ ❀
✷✳ ✐❧ ✈❡✐❧❧❡ à ❛♠❡♥❡r ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts✱ ♦✉ ❧❡ s②stè♠❡✱ à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❀
✸✳ ❝❡t ❛❣❡♥t ✈❡✐❧❧❡ t♦✉❥♦✉rs à ❞✐ss✐♠✉❧❡r s❛ str❛té❣✐❡✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝❤❛q✉❡ str❛té❣✐❡ ❡st ♣❛r ♥❛t✉r❡ ❞✐ss✐♠✉❧é❡ à ❧✬❛✉tr❡ ❛❣❡♥t✳ ❙❛♥s ❝❡❧❛✱ ❡❧❧❡s ♥❡
♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚♦✉t❡s ❝❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛✲
♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦♥t t♦✉❥♦✉rs ♣♦✉r ✜♥❛❧✐té ❞✬❛♠❡♥❡r ✉♥ ❛❣❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧é à ❢❛✐r❡ ♦✉ ♥❡ ♣❛s ❢❛✐r❡ q✉❡❧q✉❡
❝❤♦s❡✳ ▼❛✐s ❡❧❧❡s s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡♥t ♣❛r ❞❡✉① ❝❤♦s❡s ✿ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡✱ ❡t ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s
✐♠♣❧✐q✉é❡s ♣❛r ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❜❛s❡s ❞❡ str❛té❣✐❡s ♣❡✉✈❡♥t s♦✐t êtr❡
❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts✱ ❧❡s ♥♦r♠❡s✱ s✉r ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ♦✉ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱ s✉r ❧❛ r❛t✐♦♥❛✲
❧✐té ♦✉ ❧❡s é♠♦t✐♦♥s✱ ♦✉ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥tr❡t❡♥✉❡ ❡♥tr❡ ❛❣❡♥ts✳ ◗✉❛♥t✲❛✉①
❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ✐♠♠é❞✐❛t❡s✱ ♥♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ✿ ❝❡❧❧❡s q✉✐ ❝♦♥s✐st❡♥t à
❛♠❡♥❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✬❛❣❡♥t à ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ s❛♥s q✉✬✐❧ ♥❡ s✬❡♥ r❡♥❞❡ ❝♦♠♣t❡✱ ♥♦✉s
♣❛r❧♦♥s ❛❧♦rs ❞❡ str❛té❣✐❡s ❞✐r❡❝t❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❀ s✐♥♦♥ ♥♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❞❡ str❛té❣✐❡s ✐♥❞✐r❡❝t❡s
❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❛❣❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧é ❝♦♠♠❡ s✉❜st✐t✉t à s❛
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ▲✬❛❣❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ✈❛ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❝❤❡r❝❤❡r à ❢❛✐r❡ ❝r♦✐r❡ à ❧✬❛❣❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧é
q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡✱ s♦✐t ❧✉✐ ❢❛✐r❡ ❞és✐r❡r q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❝❤❡r❝❤❡r à ❧✉✐ ❢❛✐r❡ ❢❛✐r❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ s✉r
✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t ❛✜♥ q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t ✈✐❝t✐♠❡ ♦✉ ✉♥ t✐❡rs✲❛❣❡♥t s♦✐t ❛♠❡♥é ✜♥❛❧❡♠❡♥t à ❛❝❝♦♠♣❧✐r ❧❡s
✈♦❧♦♥tés ♠❛♥✐♣✉❧❛tr✐❝❡s ❞✉ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r✳
❉ét❡❝t❡r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✸✸
✶✳✸ ❉ét❡❝t❡r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
❙✐ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ♣❛r ♥❛t✉r❡ ❞✐ss✐♠✉❧é❡ ❛✉① ❛❣❡♥ts ✈✐❝t✐♠❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st
t♦✉t❡❢♦✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t❡r s♦✐t ❛♣rès q✉✬❡❧❧❡ ❛✐t ❡✉ ❧✐❡✉✱ s♦✐t ♣❡♥❞❛♥t ♦✉ ❛✈❛♥t ♠❛✐s ❞❛♥s
❝❡ ❝❛s✱ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥ ❛❣❡♥t ❡①tér✐❡✉r à ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ✉♥❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✿ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s st❛t✐st✐q✉❡s q✉✐ ❝♦♥s✐st❡♥t à r❡❝♦♥♥❛îtr❡
❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉rs✱ ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s q✉✐ ❝♦♥s✐st❡♥t à
♣r♦✉✈❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r✳ ❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❝❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s✳
✶✳✸✳✶ ❆♣♣r♦❝❤❡s st❛t✐st✐q✉❡s
P❛r♠✐ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s st❛t✐st✐q✉❡s ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ❢❛✲
ç♦♥s ❞✬♦♣ér❡r ✭❙❛♥t♦s ❛♥❞ ❏♦❤♥s♦♥✱ ✷✵✵✹✮ ✿ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s q✉✐ s✬✐♥tér❡ss❡♥t à ❞ét❡❝t❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s
❧✐é à ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t à tr♦♠♣❡r✱ ♦✉ r❡❝♦♥♥❛îtr❡
❧❡s ❛ttr✐❜✉ts ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♣❡r♣étrés ♣❛r ✉♥❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❀ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s q✉✐ ✈✐s❡♥t ♣❧✉tôt
❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s tr♦♠♣❡✉s❡s✳ P♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s tr♦♠♣❡✉s❡s✱ ✭❙❛♥t♦s ❛♥❞
❏♦❤♥s♦♥✱ ✷✵✵✹✮ ✐❞❡♥t✐✜❡♥t q✉❛tr❡ t②♣❡s ❞❡ str❛té❣✐❡s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ✿
✶✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛ssé❡ ♦✉ ❝♦♠♠✉♥❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s tr♦♠♣❡✉s❡s ❀
✷✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❞❡s ✐♥❢ér❡♥❝❡s s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦❧❧❡❝té❡s ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ❞❛♥s
✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s✱ ❡t ❝❡✱ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❞♦♥♥é❡s s♦✐t ❝♦♠♣❧❡t ❡t ❝♦♥s✐st❛♥t ❀
✸✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ ♣rés♦♠♣t✐♦♥ ❡t ❝♦♥s✐st❡ à ♥✬❛❝❝❡♣t❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❞♦♥♥é❡s
q✉✬❛♣rès ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ❀
✹✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s ❡t ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s✱ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s
❡t ❧❡s ❜✉ts ❞❡s ❛❣❡♥ts ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠✐❡✉① ♣ré❞✐r❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s tr♦♠♣❡✉s❡s✳
✭❙❛♥t♦s ❛♥❞ ❏♦❤♥s♦♥✱ ✷✵✵✹✮ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡✳ ■❧s ❞✐st✐♥❣✉❡♥t
❞❡✉① ❢♦r♠❡s ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❞❡ ❢❛✉ss❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✿ ❧❛ ❞és✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ré❛❧✐sé❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥✈♦✲
❧♦♥t❛✐r❡ ✶✹✱ ❡t ❧❛ ❞és✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ré❛❧✐sé❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✈♦❧♦♥t❛✐r❡ ✶✺✳ ❙❛♥t♦s ❡t ❏♦❤♥s♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡♥t
❛❧♦rs à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞és✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈♦❧♦♥t❛✐r❡ ❡t ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡✱ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé
❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❢r❛✉❞❡s ✭❏♦❤♥s♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✸✮✳ ▲❡✉r ♠♦❞è❧❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡
q✉❛tr❡ ét❛♣❡s ✿
✶✳ ▲✬ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ❝❡rt❛✐♥s ❛ttr✐❜✉ts ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t q✉✐
♥✬ét❛✐❡♥t ♣❛s ❝❡✉① ❛tt❡♥❞✉s✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬êtr❡ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❞✬✉♥❡ t❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❀
✷✳ ▲❛ ❝✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ é♠❡t ❛❧♦rs ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✿
❝✬❡st ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❀
✸✳ ▲❛ ❝✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ é❞✐t❡ s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦♥❞❡ ❡♥ r❛♣♣♦rt ❛✈❡❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
é♠✐s❡ à ❧✬ét❛♣❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ❛✐♥s✐ q✉✬❡♥ ❡✛❛ç❛♥t ❞❡ s❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞♦✉t❡✉s❡s ❀
✶✹✳ ◆♦♠♠é❡ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠✐s✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
✶✺✳ ◆♦♠♠é❡ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ❞✐s✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
✸✹ ▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts
✹✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♣❡ ❡st ❧❛ réé✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❝✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ réé✈❛❧✉❡
❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡♥ ré✈✐s❛♥t s❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ s✉r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳
P♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s q✉❛tr❡ ét❛♣❡s✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡
♣♦✉r ❧✬ét❛♣❡ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ ✐❧s ♣r♦♣♦s❡♥t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦♣✐♥✐♦♥s
❞❡s ❛❣❡♥ts✱ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ✉♥❡ ♦♣✐♥✐♦♥ ❛tt❡♥❞✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❛❣❡♥t✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡ r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s
✐♥t❡♥t✐♦♥s ♠❛♥✐♣✉❧❛tr✐❝❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé ♣❡✉t s❡ ré❢ér❡r à ✭❙❛♥t♦s ❛♥❞ ❏♦❤♥s♦♥✱ ✷✵✵✹✮
♣♦✉r ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t ❛✉ss✐ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❞❡s
❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ré♣✉t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ r❡❝♦♠♠❛♥❞❛t✐♦♥ ✭❱❛❧❧é❡ ❛♥❞ ❇♦♥♥❡t✱ ✷✵✶✺✮✳
■❧s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧❛ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s ❞❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ✭❑✉❧❧❜❛❝❦ ❛♥❞ ▲❡✐❜❧❡r✱ ✶✾✺✶✮✱ ❧✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✉r
❧❡s té♠♦✐❣♥❛❣❡s ❤♦♥♥êt❡s ❞❡s ❛❣❡♥ts✱ ❧✬❛✉tr❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ té♠♦✐❣♥❛❣❡ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳
❆✐♥s✐✱ ♣❧✉s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ♣❧✉s ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t s♦✐t ❡♥
tr❛✐♥ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ❢❛✉① té♠♦✐❣♥❛❣❡✳
◆♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s très s✐♠✐❧❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ r❡❝♦♠♠❛♥❞❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛
❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✭❍✉r❧❡② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❩❤♦✉✱ ✷✵✶✷❀ ❈❛♦ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✸✮ ✶✻✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✭❍✉r❧❡② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❛✜♥ ❞❡
♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ✭❝❧✉st❡rs✮ ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs q✉✐ tr♦♠♣❡♥t ❧❡ s②stè♠❡✳
✶✳✸✳✷ ❉ét❡❝t❡r ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡ ♣❛r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t
❙✐ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s st❛t✐st✐q✉❡s s♦♥t très ❡✣❝❛❝❡s ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡✱ ❡❧❧❡s ♥❡ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t
❛✉❝✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡✳ ❯♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡
à ♣r♦✉✈❡r ♣❛r ❞é❞✉❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s q✉✬✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡st ❡♥ tr❛✐♥ ❞❡ tr♦♠♣❡r ❧❡ s②stè♠❡✳ ❈❡ t②♣❡
❞✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é✜♥✐r ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts ❧♦❣✐q✉❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts
♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ tr♦♠♣❡r✐❡ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ✭▼✉❧❧❡r ❛♥❞ ❱❡r❝♦✉t❡r✱
✷✵✵✹❀ ❇✉rr♦✇s ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✾❀ ❱❛♥ ❉✐t♠❛rs❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❀ ❙❛❦❛♠❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✭▼✉❧❧❡r ❛♥❞ ❱❡r❝♦✉t❡r✱ ✷✵✵✹✮ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬❛❣❡♥ts ♠❡♥t❡✉rs ❞❛♥s
✉♥ s②stè♠❡ ♦ù ❧❡s ❛❣❡♥ts s✬é❝❤❛♥❣❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✐❧s ❝♦♥tr❛✐❣♥❡♥t ❧❡s ❛❣❡♥ts
❞✉ s②stè♠❡ à r❡s♣❡❝t❡r ✉♥❡ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♥❞✉✐t❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à ♥❡ ❥❛♠❛✐s ❛❝❝❡♣t❡r ❞❡✉①
té♠♦✐❣♥❛❣❡s q✉✐ s❡ ❝♦♥tr❡❞✐s❡♥t ❡t ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❛❣❡♥t✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ s✐ ❧✬❛✉t♦r✐té ❝❡♥tr❛❧❡
❞ét❡❝t❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❡st ✈✐♦❧é❡ ♣♦✉r ✉♥ ❛❣❡♥t ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ❞é❞✉✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ❛❣❡♥t ♠❡♥t❡✉r ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✐r✐❣é❡ ♣❛r
❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♦❜s❡r✈❡r ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s é♠✐s❡s ♣❛r ✉♥ ❛❣❡♥t ❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r
s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s é♠✐s❡s ❡st ❝♦❤ér❡♥t✳
❉✬❛✉tr❡s ❛✉t❡✉rs ❝♦♠♠❡ ✭❱❛♥ ❉✐t♠❛rs❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❀ ❙❛❦❛♠❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞❡s
❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts✱ ❧❡ ♠❡♥s♦♥❣❡✱ ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡✱ ❧❡
❜❛r❛t✐♥❛❣❡✳ ▲❡ ♠❡♥s♦♥❣❡ ❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡ ✉♥❡
✶✻✳ ▲❡s s②stè♠❡s ❞❡ r❡❝♦♠♠❛♥❞❛t✐♦♥ s♦♥t ❞❡s s②stè♠❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡s ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ r❡❝♦♠♠❛♥❞❛t✐♦♥✳
❆ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡✱ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ r❡❝♦♠♠❛♥❞❛t✐♦♥ ♦♥t ♣♦✉r ✜♥❛❧✐té ❞❡ r❡♥✈♦②❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜❥❡ts ♣♦✉r ❞❡s
✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳ ❯♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ très ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐❢ q✉✐ ✈✐s❡ à r❡❣r♦✉♣❡r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
❣r♦✉♣❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t❡✉rs s✐♠✐❧❛✐r❡s✳
❈♦♠❜❛ttr❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✸✺
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✬✐❧ ♥❡ ❝r♦✐t ♣❛s ❧✉✐ ♠ê♠❡ ❡t ❛✈❡❝ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ q✉❡ ❧✬✐♥t❡r❧♦❝✉t❡✉r ❝r♦✐t ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❡t ♥♦✉s
♣rés❡♥t♦♥s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ t❡❧❧❡s
str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡✳
✶✳✹ ❈♦♠❜❛ttr❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
▲❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ s♦♥t ♣❛r ♥❛t✉r❡ ❞✐ss✐♠✉❧é❡s ❡t s♦♥t ❞♦♥❝ s♦✉✈❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡s à
❞ét❡❝t❡r✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠❜❛ttr❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❡t ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞✬❛ss✉r❡r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ r♦❜✉st❡ss❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❢❛❝❡ à ❝❡rt❛✐♥❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❙✐ ✉♥❡
♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥té❣r❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦r♠❡s ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t ❧❡s ❛❣❡♥ts à ❜✐❡♥ s❡
❝♦♠♣♦rt❡r ♦✉ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❛❣❡♥ts✱ ❝❡s ❞❡✉① s②stè♠❡s ❛♠è♥❡♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s
str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡①♣❧♦✐t❡r ❧❛ ♥♦r♠❡ ré❝✐♣r♦❝✐té ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞✬❛❜✉s❡r
❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥❡ s✉✣s❡♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ♣♦✉r ❝♦♠❜❛ttr❡ ✈ér✐t❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
❜✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡s ♣✉✐ss❡♥t ✐♥❝✐t❡r ❝❡rt❛✐♥s ❛❣❡♥ts à ❜✐❡♥ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡r✳ ■❧ ❡①✐st❡ tr♦✐s t②♣❡s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ❞é❢❡♥s❡ ❢❛❝❡ ❛✉① ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ✭❱❛❧❧é❡✱ ✷✵✶✺✮✳ ❈❡s
♠ét❤♦❞❡s ♣❛ss❡♥t ♣❛r ✿
✶✳ ❆①✐♦♠❛t✐s❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉✬✐❧ s♦✐t r♦❜✉st❡ à ❝❡rt❛✐♥❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❀
✷✳ ❏♦✉❡r s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té à ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❀
✸✳ ■♥té❣r❡r ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞✬✐♥❝✐t❛t✐♦♥ à ❜✐❡♥ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡r✳
✶✳✹✳✶ ❆①✐♦♠❛t✐s❡r ✉♥ s②stè♠❡ r♦❜✉st❡ ❛✉① ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s
P♦✉r ❡♠♣ê❝❤❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡✱ ✉♥❡
♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣❡♥s❡r ❝❡ s②stè♠❡ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉✬✐❧ s♦✐t ♣r♦✉✈é r♦❜✉st❡ à ❧❛
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ s✐ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ♥♦♠♠é❡s ❛①✐♦♠❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡✳
❉❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ✈♦t❡✱ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❛✉① ❝❤♦✐① str❛té❣✐q✉❡s ✶✼ s❡ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧ ✶✽ r♦❜✉st❡ ✶✾ ✭●✐❜❜❛r❞✱ ✶✾✼✸❀ ❙❛tt❡rt❤✇❛✐t❡✱ ✶✾✼✺❀
❇❛r❜❡r❛✱ ✷✵✵✶❀ ◆❡❤r✐♥❣ ❛♥❞ P✉♣♣❡✱ ✷✵✵✼❀ ●✉♦ ❛♥❞ ❈♦♥✐t③❡r✱ ✷✵✶✵✮✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡✱
✭●✐❜❜❛r❞✱ ✶✾✼✸❀ ❙❛tt❡rt❤✇❛✐t❡✱ ✶✾✼✺✮ ♦♥t ❞é♠♦♥tré q✉✬✐❧ ét❛✐t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ rè❣❧❡
❞❡ ✈♦t❡ q✉✐ ♣✉✐ss❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♥♦♥✲❞✐❝t❛t✉r❡ ✷✵ ❡t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡ ❛✉①
❝❤♦✐① str❛té❣✐q✉❡s✳ ❈❡ rés✉❧t❛t r❡❥♦✐♥t ❡t ❝♦♠♣❧èt❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❆rr♦✇ ✭❆rr♦✇✱
✷✵✶✷✮✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r♦✜❧s ❞❡
✶✼✳ ◆♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❞❡ ❝❤♦✐① str❛té❣✐q✉❡s ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧❛ str❛t❣✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✈✐s❛♥t à ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ❢❛✉①
♣r♦✜❧ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❛✜♥ ❞❡ s✬❛ss✉r❡r ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ♣ré❢ér❛❜❧❡ à ❝❡❧✉✐ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t s♦♥ ✈ér✐t❛❜❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡
♣ré❢ér❡♥❝❡ ✭●✐❜❜❛r❞✱ ✶✾✼✸✮✳
✶✽✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡ t♦t❛❧
❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ t♦t❛❧✳ ❈❤❛q✉❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♣♦✉r ✉♥ ❛❣❡♥t s✉r
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐ss✉❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ✈♦t❡✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ r❡t♦✉r r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞✉ ✈♦t❡✳
✶✾✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧ ❡st ❞✐t❡ r♦❜✉st❡ ❛✉① ❝❤♦✐① str❛té❣✐q✉❡s s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛❣❡♥t
❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ t❡❧ q✉❡ s✐ ❧✬❛❣❡♥t ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐ q✉✬✐❧ ❛✉r❛✐t ♣r♦♣♦sé ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱
❝❡❧✉✐✲❝✐ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ✐ss✉❡ q✉✐ ❧✉✐ s♦✐t ♣ré❢ér❛❜❧❡ ♣❛r ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧✳
✷✵✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♥♦♥✲❞✐❝t❛t✉r❡ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥ ✈♦t❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉ ♣r♦✜❧ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞✬✉♥
❛❣❡♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳
✸✻ ▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts
♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❡t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬✉♥❛♥✐♠✐té ✷✶✱ ❞✬✐♥❞✐✛ér❡♥❝❡ ❛✉① ♦♣t✐♦♥s ♥♦♥
♣❡rt✐♥❡♥t❡s ✷✷ ❡t ❞❡ ♥♦♥✲❞✐❝t❛t✉r❡✳
❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ré♣✉t❛t✐♦♥s✱ ✭❚❡♥♥❡♥❤♦❧t③✱ ✷✵✵✹❀ ❆❧t♠❛♥ ❛♥❞ ❚❡♥♥❡♥❤♦❧t③✱ ✷✵✵✺❀
❆❧t♠❛♥ ❛♥❞ ❚❡♥♥❡♥❤♦❧t③✱ ✷✵✶✵✮ ♦♥t ét✉❞✐é ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ré♣✉t❛t✐♦♥ ♦✉ ❞❡ r❡✲
❝♦♠♠❛♥❞❛t✐♦♥ ♣♦✉✈❛✐t êtr❡ ❛①✐♦♠❛t✐sé ♣♦✉r r❡♥❞r❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s str❛té❣✐❡s
❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t à ✉♥ ❛❣❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r à rés✉❧t❛t q✉✐ ❧✉✐ s♦✐t ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❡♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛♥t
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r❡❝♦♠♠❛♥❞❛t✐♦♥ ♦✉ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ré♣✉✲
t❛t✐♦♥✳ ✭❆❧t♠❛♥ ❛♥❞ ❚❡♥♥❡♥❤♦❧t③✱ ✷✵✵✼✮ ♦♥t ét✉❞✐é ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞✬❛①✐♦♠❡s ❝♦♠♠❡
❧❛ ❣é♥ér❛❧✐té ✷✸✱ ❧❛ tr❛♥s✐t✐✈✐té ✷✹✱ ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ✷✺✱ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡t ❧✬✐♥❝✐t❛t✐♦♥ à ❧❛ ✈ér✐té ✷✻ ❡t
❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♥♦♥ ♣❡rt✐♥❡♥t❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧s ♦♥t ♠♦♥tré q✉✬✐❧ ét❛✐t ✐♠♣♦s✲
s✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ré♣✉t❛t✐♦♥ q✉✐ r❡s♣❡❝t❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ❧❛ tr❛♥s✐t✐✈✐té✱ ❧❛
♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❡t ❧✬✐♥❝✐t❛t✐♦♥ à ❧❛ ✈ér✐té✳
❉✬❛✉tr❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❝♦♠♠❡ ✭❈❤❡♥❣ ❛♥❞ ❋r✐❡❞♠❛♥✱ ✷✵✵✺✮ ♦♥t ét✉❞✐é ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ s②stè♠❡s
❞❡ ré♣✉t❛t✐♦♥ ❢❛❝❡ à ❝❡rt❛✐♥❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛tt❛q✉❡ ❙②❜✐❧✳ ▲✬❛tt❛q✉❡ ❙②✲
❜✐❧ ✭❉♦✉❝❡✉r✱ ✷✵✵✷✮ ❝♦♥s✐st❡ ♣♦✉r ✉♥ ❛❣❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡ ❢❛✉① ❛❣❡♥ts ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r
✉♥❡ ✐ss✉❡ ✜♥❛❧❡ ♣❧✉s ❢❛✈♦r❛❜❧❡✳ ❙✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣✉t❛t✐♦♥ ♣♦ssè❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❝♦♠♠❡
❧❛ s②♠étr✐❡ ✷✼✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ r♦❜✉st❡ à ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✬❛tt❛q✉❡ ❙②❜✐❧✳
✶✳✹✳✷ ❊♠♣ê❝❤❡r ❝❡rt❛✐♥❡s str❛té❣✐❡s ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❇✐❡♥ q✉❡ ❞❡s ❛✉t❡✉rs ❝♦♠♠❡ ✭❆❧t♠❛♥ ❛♥❞ ❚❡♥♥❡♥❤♦❧t③✱ ✷✵✵✼✮ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s
s②stè♠❡s✱ ✐❧ ét❛✐t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡s ❝♦♥str✉✐r❡ r♦❜✉st❡s à ❝❡rt❛✐♥❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱
✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠❜❛ttr❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s à ♠❛♥✐♣✉❧❡r✳
❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❝❡rt❛✐♥s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧ s✬✐♥tér❡ss❡♥t
à ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✭❈♦♥✐t③❡r ❛♥❞ ❙❛♥❞❤♦❧♠✱ ✷✵✵✹❀ ❇❛rt❤♦❧❞✐ ❡t ❛❧✳✱
✶✾✽✾✮
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ✈♦t❡✱ ✭❇❛rt❤♦❧❞✐ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✾❀ ❇❛rt❤♦❧❞✐ ❛♥❞ ❖r❧✐♥✱ ✶✾✾✶✮
♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ✈♦t❡ ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
✷✶✳ ▲✬✉♥❛♥✐♠✐té s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ s✐ t♦✉s ❧❡s ❛❣❡♥ts ♣ré❢èr❡♥t ✉♥❡ ✐ss✉❡ ♣❧✉tôt q✉✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛❧♦rs ❧✬✐ss✉❡ ✜♥❛❧❡ ❡st ❜✐❡♥
❝❡❧❧❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❛❣❡♥ts ♣ré❢èr❡♥t✳
✷✷✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧ ❡st ❞✐t❡ ✐♥❞✐✛ér❡♥t❡ ❛✉① ♦♣t✐♦♥s ♥♦♥ ♣❡rt✐♥❡♥t❡s s✐ ♣♦✉r t♦✉t s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬✐ss✉❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞♦♥♥é s✉r ❝❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤♦✐① s♦❝✐❛❧ r❡st❡ ✐♥❝❤❛♥❣é
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧✉✐ ❞♦♥♥é ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✐ss✉❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳
✷✸✳ ▲❛ ❣é♥ér❛❧✐té s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ é✈❛❧✉❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞♦✐t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r t♦✉t ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳
❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❛❣❡♥t ❡t ❧❡s ❛rêt❡s ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳
✷✹✳ ▲❛ tr❛♥s✐t✐✈✐té ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❣❡♥ts Gi q✉✐ ♦♥t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ✉♥ ❛❣❡♥t i ❡t
Gj ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❣❡♥ts q✉✐ ♦♥t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ j ❡t t❡❧ q✉❡ Gi ❛ ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r r❛♥❣ ✭ré♣✉t❛t✐♦♥✮ q✉❡ ❧❡s ❛❣❡♥ts ❞❡
Gj ❛❧♦rs ❧✬❛❣❡♥t i ❛ ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r r❛♥❣ ✭ré♣✉t❛t✐♦♥✮ q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t j✳
✷✺✳ ▲❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ tr❛❞✉✐t q✉❡ s✐ ✉♥ ❛❣❡♥t i ❛ ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r r❛♥❣ q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t j ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❣❡♥t k q✉✐ ❛
❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ i ❡t t❡❧ q✉❡ k ❛ ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r r❛♥❣ q✉❡ t♦✉t ❛❣❡♥t ❞❡ Gj ♦ù Gj ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛❣❡♥ts q✉✐ ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡
à j✳
✷✻✳ ▲✬✐♥❝✐t❛t✐♦♥ à ❧❛ ✈ér✐té tr❛❞✉✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été q✉✬✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ❛❣❡♥t ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r s♦♥ r❛♥❣ ❡♥
❢♦✉r♥✐ss❛♥t ✉♥ ❢❛✉① ♣r♦✜❧✳
✷✼✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣✉t❛t✐♦♥ f ❡st s②♠étr✐q✉❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉t ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ G1 =
(V1, E1), G2 = (V2, E2) ✐s♦♠♦r♣❤✐q✉❡s ♣❛r σ ❧✬♦r❞r❡ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣✉t❛t✐♦♥ ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ ✐✳❡
fi(G1) = fσ(i)(G2) ♣♦✉r t♦✉t ❛❣❡♥t i ∈ V1
Pr♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❣é♥ér❛❧❡ ✸✼
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❞♦♥❝ ❢❛❝✐❧❡ à rés♦✉❞r❡✳ ✭❈♦♥✐t③❡r ❛♥❞ ❙❛♥❞❤♦❧♠✱ ✷✵✵✹✮ ♠♦♥tr❡♥t q✉✬✐❧ ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡
❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s✱ ❧♦rsq✉❡
❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ❣❛✐♥s s❡ ❢❛✐t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❙❤❛♣❧❡②✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ♠❛♥✐♣✉✲
❧❛t✐♦♥s ❞✐✛èr❡ ❞♦♥❝ s❡❧♦♥ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡♥t
✭❈♦♥✐t③❡r ❛♥❞ ❙❛♥❞❤♦❧♠✱ ✷✵✵✷❀ ❈♦♥✐t③❡r ❛♥❞ ❙❛♥❞❤♦❧♠✱ ✷✵✵✻✮✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ét✉❞✐❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s✳ ❖r✱ ✭❲❛❧s❤✱
✷✵✵✾✮ ♠♦♥tr❡ q✉✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ✈♦t❡ q✉✐ s♦✐t ❞✐✣❝✐❧❡ à ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé❡
❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s ♣r❛t✐q✉❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s✐ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛❧❣♦r✐t❤✲
♠✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❢r❡✐♥ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❝❡❧❛
♥❡ ❣❛r❛♥t✐t ❡♥ r✐❡♥ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❢❛❝❡ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ t❡❧❧❡s str❛té❣✐❡s ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❣é♥ér❛❧✳
✶✳✹✳✸ ■♥té❣r❡r ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞✬✐♥❝✐t❛t✐♦♥ à ❜✐❡♥ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡r
❆♣rès ❛✈♦✐r ❝♦♥st❛té q✉❡ ❧✬❛①✐♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ♦✉ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♥❡ ♣❡r♠❡tt❛✐❡♥t
♣❛s ❞✬❡♠♣ê❝❤❡r ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❡s ❛❣❡♥ts ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ✉♥❡ ❞❡r✲
♥✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥❝✐t❡r ❧❡s ❛❣❡♥ts à ❜✐❡♥ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡r✳ ❈❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛
t❤é♦r✐❡s ❞❡s ❥❡✉① ét✉❞✐❡♥t ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s✱ ❛♣♣❡❧és ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞✬✐♥❝✐t❛t✐♦♥✱ ❡t ❝❤❡r❝❤❡♥t à ♠♦♥✲
tr❡r q✉❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ✉♥ ❛❣❡♥t r❛t✐♦♥♥❡❧ ❛ ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ✐♥térêt à ❜✐❡♥ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡r
♣❧✉tôt q✉❡ ❧❡ ❝♦♥tr❛✐r❡✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ré♣✉t❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s s②stè♠❡s ♥♦r♠❛t✐❢s ♦♥t ❝❡❧❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢✳
❆✐♥s✐ ✉♥ s②stè♠❡ ♥♦r♠❛t✐❢ ✈❛ ❛✈♦✐r ♣♦✉r rô❧❡ ❞❡ ♣✉♥✐r ❞❡s ❛❣❡♥ts ♠❛❧❤♦♥♥êt❡s✱ ❡♥ ❧❡✉r ❛✛❡❝t❛♥t
❞❡s ♣é♥❛❧✐tés ✭❊❧st❡r✱ ✶✾✽✾❀ ❇♦❡❧❧❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✱ ❡t ❧❡s ❛❣❡♥ts ❤♦♥♥êt❡s ♣♦✉rr♦♥t ♦❜t❡♥✐r ❝❡rt❛✐♥❡s
ré❝♦♠♣❡♥s❡s✳ ❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉①✱ ❝❡s ♣é♥❛❧✐tés r❡♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ❝♦ût ♣♦✉r
❧✬❛❣❡♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥ ❛❣❡♥t r❛t✐♦♥♥❡❧ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ♥♦r♠❛t✐❢✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥
✐♥térêt à s❡ ❝♦♠♣♦rt❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♠❛❧❤♦♥♥êt❡✳
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ré♣✉t❛t✐♦♥ ♣❡✉t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬✐♥❝✐t❡r ❞❡s ❛❣❡♥ts à ❜✐❡♥ s❡
❝♦♠♣♦rt❡r ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❛✉ s②stè♠❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✭❇♦♥♥❡t✱ ✷✵✶✷✮ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥
♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❞❡ té♠♦✐❣♥❛❣❡s ✐♥❝✐t❛t✐❢✱ s✐ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ❙②❜✐❧ ❡st
♥♦♥✲♥✉❧✳
✶✳✺ Pr♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❣é♥ér❛❧❡
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♣rés❡♥té ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶ ❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲
❛❣❡♥ts ❡t ❧❡s ❛❣❡♥ts ❝♦❣♥✐t✐❢s q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❛❣❡♥ts ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❡✉rs ét❛ts ♠❡♥t❛✉①
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ét❛ts ♠❡♥t❛✉① ❞❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ❝♦♠♠❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡✉rs ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱ ❧❡✉rs
❝r♦②❛♥❝❡s✱ ❧❡✉rs ✐♥t❡♥t✐♦♥s✱ ❧❡✉rs ❞és✐rs✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡✉rs ❜✉ts✳ P✉✐sq✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ❛❣❡♥ts ❞✉ s②s✲
tè♠❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠❛❧❤♦♥♥êt❡s✱ ♥♦♥ ✜❛❜❧❡s✱ ♦✉ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉rs✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ♣rés❡♥té ❞❡s
s②stè♠❡s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ré❣✉❧❡r ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❛❣❡♥ts ❝♦♠♠❡ ❧❡s s②stè♠❡s ♥♦r♠❛t✐❢s ❡t ❧❡s
s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳
❊♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r ♣rés❡♥té ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s
s♦♠♠❡s ♣❛r✈❡♥✉s à ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ q✉❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉✈❛✐t s❡ ❞é✜♥✐r ❝♦♠♠❡ ✓ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥
✸✽ ▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts
❞é❧✐❜éré❡ ❞✬✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❡r ✉♥ ❛❣❡♥t✱ t♦✉t ❡♥ ✈❡✐❧❧❛♥t à ❧✉✐ ❞✐ss✐♠✉❧❡r ❝❡tt❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧❡s
✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❡r ✔✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡♥ ❧✐❡♥
❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❜❛s❡s ❞❡ str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
❝♦♠♠❡ ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛✐❧❧❡✱ ❧❡ ❞ét♦✉r♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♥♦r♠❡✱ ❧✬❛❜✉s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡
♣r♦✜t❡r ❞❡ ❧❛ r❛t✐♦♥❛❧✐té ❞❡s ❛❣❡♥ts✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ t♦✉❥♦✉rs ❞✐ss✐♠✉❧é❡ à ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t❡r✱ ♣✉✐s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣♦✉r s❡ ❞é❢❡♥❞r❡ ❢❛❝❡ à ❝❡rt❛✐♥❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳
P❛r♠✐ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s✱ ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❧✬❛①✐♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ r♦❜✉st❡ ❛✉① ❝❤♦✐① str❛té✲
❣✐q✉❡s✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞✬✐♥❝✐t❛t✐♦♥✳
❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❛✉❝✉♥ tr❛✈❛✉① ♥✬❛ été ♣♦rté s✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ t❡❧❧❡
q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳
❖r✱ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❡t ❞é✜♥✐r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡ttr❛✐t
❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s s②stè♠❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s r♦❜✉st❡s à ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦✉✱ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ♦ù ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡ t❡❧s s②stè♠❡s✱ ❝❡❧❛ ❛✐❞❡r❛✐t ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t s♦✐t ❡♥ tr❛✐♥ ❞❡
♠❛♥✐♣✉❧❡r ❧❡ s②stè♠❡✳
❙✐ ❝❡rt❛✐♥s tr❛✈❛✉① s❡ s♦♥t ♣❡♥❝❤és s✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝
❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s st❛t✐st✐q✉❡s✱ ❝❡s tr❛✈❛✉① ♥❡ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❛✉❝✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠✐❡✉①
❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❛✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s
❧♦❣✐q✉❡s ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡✱ ❧❛
tr♦♠♣❡r✐❡✱ ❧❛ ♠❛❧❤♦♥♥êt❡té ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s str❛té❣✐❡s
❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ❧❡s ♥♦r♠❡s✱ ❧❡s é♠♦t✐♦♥s✱ ♦✉ ❧❛ r❛t✐♦♥❛❧✐té✱
♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐s❡r✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡
t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❡♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ✉♥ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ♣✉✐s✱
❡♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♥❛ît ❞✉ ❝♦♥st❛t q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ❛❣❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♥♦♥ ✜❛❜❧❡s✱
♠❛❧❤♦♥♥êt❡s✱ ✈♦✐r❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉rs✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t s✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ♣rés❡♥t❡
✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ♣♦✉r r❛✐s♦♥♥❡r ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛
s✐♥❝ér✐té✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ❝♦♥❝❧✉t ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡♥ ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s ❢✉t✉r❡s✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✷
▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✈✉❡s ♣❛r ❧❡s
❧♦❣✐q✉❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s
❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✓ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t
❞✬✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❡r ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t✱ t♦✉t ❡♥ ✈❡✐❧❧❛♥t à ❧✉✐ ❞✐ss✐♠✉❧❡r ❝❡tt❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥✲
t❛❧✐s❡r ✔✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ♣rés❡♥té ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts q✉✐ ♣r♦♣♦s❛✐❡♥t
✉♥❡ t❛①♦♥♦♠✐❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡✱ ♣✉✐s ❞✬❛✉tr❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ str❛té❣✐❡s ❞❡
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s✱
❡♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r s✬❡♥ ♣r♦té❣❡r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛✉❝✉♥ tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥té
❥✉sq✉✬❛❧♦rs ♥✬❛ ❞é❝r✐t ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ◆♦tr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠❡t ❡♥ ❧✉♠✐èr❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
❞✐✛ér❡♥ts ét❛ts ♠❡♥t❛✉① s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✿
✶✳ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❡❧❧❡ ❡st
♣ré♠é❞✐té❡ ♣❛r ❝❡t ❛❣❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧é❡ ❀
✷✳ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ✈✐❝t✐♠❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
❡①❡r❝é❡ ♣❛r ❧❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r s✉r ❧❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ✈✐❝t✐♠❡ ♣♦✉r ❧✬❛♠❡♥❡r à ré❛❧✐s❡r✱ à s♦♥
✐♥s✉ ♦✉ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞é❧✐❜éré❡✱ ❧❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s ❞✉ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ❀
✸✳ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❞✐ss✐♠✉❧é❡ à ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ s♦✐t ✉♥
♠❛♥q✉❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ s♦✐t ✉♥ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡✱ s♦✐t ✉♥❡ ♥♦♥ ❝r♦②❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡
s✉r ❧❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s ❞✉ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r✳
❖r✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ à ❞❡s ♦❜❥❡ts ❛❜s✲
tr❛✐ts ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱ ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s
♠♦❞❛❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡s ét❛ts ♠❡♥t❛✉① ❞❡s ❛❣❡♥ts✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡
❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❞❡s ét❛ts ♠❡♥t❛✉① ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❧❛
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❛♥s ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❈❡s ét❛ts ♠❡♥t❛✉① s♦♥t ✿ ❧❡s ✐♥t❡♥✲
t✐♦♥s ❀ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡t ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❀ ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ ❀ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❀ ❧❡s é♠♦t✐♦♥s ❀ ❧❡s
♥♦r♠❡s✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶ ❢❛✐t ❞❡s r❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❡t ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s
♠♦❞❛❧❡s✳ ❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ t❡r♠✐♥❡ ❡♥ ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s q✉✐
♠♦❞é❧✐s❡♥t ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s✱ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱ ❧❡s ♥♦r♠❡s✱ ❧❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s ❡t ❧❡s ❛❝t✐♦♥s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐
✸✾
✹✵ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✈✉❡s ♣❛r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s
❧❡s ❞és✐rs ❡t ❧❡s é♠♦t✐♦♥s ❞❡s ❛❣❡♥ts✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ s✐ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♥❛ît ❞✉
❝♦♥st❛t q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ❛❣❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠❛❧✐♥t❡♥t✐♦♥♥és✱ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s q✉✐
♠♦❞é❧✐s❡♥t ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
❡t q✉✐ ♠♦❞é❧✐s❡♥t ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡✱ ❧❛ ♠❛❧❤♦♥♥êt❡té✱ ❧❡ ♠❡♥s♦♥❣❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡✱ ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡✳
✷✳✶ ❉❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♣♦✉r ❛❣❡♥ts ❝♦❣♥✐t✐❢s
■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✿ ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s
❞❡ ♣ré❞✐❝❛ts✱ ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ✢♦✉❡s✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡✱ ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♥♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡s✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡s
❧♦❣✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❧❛ssé❡s ❡♥ q✉❛tr❡ ❝❛té❣♦r✐❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ♥♦♠♠é❡s ✿ ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡
③ér♦ q✉✐ ♥✬❡♠♣❧♦✐❡♥t ❛✉❝✉♥ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ✉♥✐✈❡rs❡❧s ✭∀✮✱ ♥✐ ❡①✐st❡♥t✐❡❧s ✭∃✮ ❀ ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞✉
♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ✉♥✐✈❡rs❡❧s ❡t ❡①✐st❡♥t✐❡❧s ❀ ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡
s✉♣ér✐❡✉r q✉✐ ❛✉t♦r✐s❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs s✉r ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❀ ❡t ❡♥✜♥✱ ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s
♥♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡
❝♦♠♠❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ✶✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡s
r❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷
❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ❢❛♠✐❧✐❡r ♣❡✉t s❡ ré❢ér❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✸ ♣♦✉r ✉♥❡
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ s✉r ❧❛
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳
✷✳✶✳✶ ❘❛♣♣❡❧s s✉r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s
▲♦❣✐q✉❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s
▲❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ ③ér♦✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé ♣❡✉t s❡ ré❢ér❡r
à ✭●✐✈❛♥t ❛♥❞ ❍❛❧♠♦s✱ ✷✵✵✽✮✳ ❈❡tt❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ Lp s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❧❡ttr❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ♥♦té A(Lp) = {p, q, r, s, . . .} ❡t ❣é♥éré ♣❛r ✉♥❡ ❣r❛♠♠❛✐r❡ s♦✉s s❛ ❢♦r♠❡
❞❡ ❇❛❝❦✉s✲◆❛✉r✱ ♣♦✉r t♦✉t ❛t♦♠❡ p ∈ A(Lp) ✿
φ ::= p|φ1 ∧ φ2|φ1 ∨ φ2|φ1 ⇒ φ2|φ1 ⇔ φ2|¬φ|⊤|⊥
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ p ∧ (q ⇒ r) ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧✳ ❙♦✐t ν :
A(Lp) → {⊤,⊥} ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛t♦♠❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❛ss♦❝✐❡ s❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✈ér✐té ♦ù
⊤ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ✈r❛✐✱ ❡t ⊥ r❡♣rés❡♥t❡ ❝❡ q✉✐ ❡st ❢❛✉①✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ν ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛ss✐❣♥❛t✐♦♥✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶ ✲ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ✿ ❙♦✐t ν : A(Lp) → {⊤,⊥} ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬❛ss✐❣♥❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ν✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
Iν : Lp → {⊤,⊥} t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
✶✳ Iν(⊤) = ⊤ ❡t Iν(⊥) = ⊥
✷✳ ∀p ∈ A(Lp) : Iν(p) = ν(p)
✶✳ ▲❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞✐r❡ q✉❡ s✐ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été Q ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ P ❛❧♦rs ❛❥♦✉t❡r ✉♥❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ ❤②♣♦t❤ès❡ R ♥✬❡♠♣ê❝❤❡ ♣❛s ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ Q✳
❉❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♣♦✉r ❛❣❡♥ts ❝♦❣♥✐t✐❢s ✹✶
✸✳ ∀φ ∈ Lp : Iν(¬φ) = ¬Iν(φ)
✹✳ ∀φ, ψ ∈ Lp : Iν(φ ∧ ψ) = ⊤ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ Iν(φ) = ⊤ ❡t Iν(ψ) = ⊤
✺✳ ∀φ, ψ ∈ Lp : Iν(φ ∨ ψ) = ¬Iν(¬φ ∧ ¬ψ)
✻✳ ∀φ, ψ ∈ Lp : Iν(φ⇒ ψ) = Iν(¬φ ∨ ψ)
✼✳ ∀φ, ψ ∈ Lp : Iν(φ⇔ ψ) = Iν((φ⇒ ψ) ∧ (ψ ⇒ φ))
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞✬❛ss♦❝✐❡r ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❛✉ ❧❛♥❣❛❣❡ Lp✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷ ✲ ❱♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ ✿
✶✳ ❚♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ Lp ❡st q✉❛❧✐✜é❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é❡ ❀
✷✳ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ φ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ♦✉ ✉♥❡ t❛✉t♦❧♦❣✐❡ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❡s ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥s
ν✱ Iν(φ) = ⊤ s✐♥♦♥ ❡❧❧❡ ❡st ❞✐t❡ ✐♥✈❛❧✐❞❡ ♦✉ ❢❛❧s✐✜❛❜❧❡✳ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ✈❛❧✐❞❡ ❡st ♥♦té❡ |= φ ❀
✸✳ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ φ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ν t❡❧❧❡ q✉❡ Iν(φ) =
⊤ s✐♥♦♥ ❡❧❧❡ ❡st ❞✐t❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ ♦✉ ✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ν t❡❧ q✉❡ Iν = ⊤ ❛❧♦rs ♥♦✉s
❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ Iν ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ φ ❡t ♥♦✉s ♥♦t♦♥s Iν |= φ✱
♦✉ ❡♥❝♦r❡ |=Iν φ ❀
✹✳ ❙✐ Γ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ Lp✱ Iν ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r Γ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱
∀φ ∈ Γ✱ Iν ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r φ ❀
✺✳ ❙✐ Γ = {φ0, φ1, . . .} ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ Lp✱ φ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ sé♠❛♥t✐q✉❡
❞❡ Γ✱ ❡t ♥♦té Γ |= φ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ t♦✉t ♠♦❞è❧❡ ❞❡ Γ ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ φ✳
❙②stè♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s s②♥t❛①✐q✉❡s
❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① s②stè♠❡s s②♥t❛①✐q✉❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❡①✐st❡♥t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts✱ ❧❡s
s②stè♠❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧s✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s s②stè♠❡s à ❧❛ ❍✐❧❜❡rt✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸ ✲ Pr❡✉✈❡ s②♥t❛①✐q✉❡ ✿ ❙♦✐t ❧❡ tr✐♣❧❡t S = (Lp,X ,D) s✉r Lp ❛✈❡❝ X ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ Lp ♥♦♠♠é❡s ❛①✐♦♠❡s ❡t D ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s f : 2Lp → Lp q✉✐ à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❛♣♣❡❧é❡s ♣ré♠✐ss❡s ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡
❢♦r♠✉❧❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s S✱ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳ ❯♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡
φ ❡st ✉♥❡ ❧✐st❡ ✜♥✐❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s (φi)i∈[|0,n|] ❛✈❡❝ n ∈ N ❡t t❡❧❧❡s q✉❡ ✿
✶✳ φn = φ ❀
✷✳ φ0 ❡st ✉♥ ❛①✐♦♠❡ ❞❡ X ❀
✸✳ ∀i ∈ [|0, n|]✱ φi ❡st s♦✐t ✉♥ ❛①✐♦♠❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s S✱ ♦✉ s✐ i > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ f ∈ D ❡t
P ⊆ {φ0, φ1, . . . , φi−1} t❡❧ q✉❡ f(P ) = φi✳
❙✐ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ φ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ φ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ S✱ ❛❧♦rs φ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡
♣r♦✉✈é❡ ❞✉ s②stè♠❡ S ♦✉ ❡♥❝♦r❡ φ ❡st ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ S✱ ♥♦té ⊢S φ✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ s②stè♠❡ à ❧❛ ❍✐❧❜❡rt S ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬❛①✐♦♠❡s ❝♦♠♠❡ ❝❡✉① ❞♦♥♥és
❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶ ❡t ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡✉① rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ✿ ❧❡ ♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s ❡t ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
✹✷ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✈✉❡s ♣❛r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s
⊢ φ⇒ (ψ ⇒ φ) (R1)
⊢ (φ⇒ (ψ ⇒ θ))⇒ ((φ⇒ ψ)⇒ (φ⇒ θ)) (R2)
⊢ (¬ψ ⇒ ¬φ)⇒ (φ⇒ ψ) (R3)
⊢ (¬φ⇒ ¬ψ)⇒ ((¬φ⇒ ψ)⇒ φ) (R4)
⊢ φ⇒ (φ ∨ ψ), ψ ⇒ (φ ∨ ψ) (R5)
⊢ (φ ∨ ψ)⇒ ((φ⇒ θ)⇒ ((ψ ⇒ θ)⇒ θ)) (R6)
⊢ φ⇒ (ψ ⇒ φ ∧ ψ) (R7)
⊢ φ ∧ ψ ⇒ φ, φ ∧ ψ ⇒ ψ (R8)
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ▲✐st❡ ❞❡s ❛①✐♦♠❡s ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ✭❈P✮✳
✉♥✐❢♦r♠❡✳ ▲❡ ♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s ❡st ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à é♥♦♥❝❡r q✉❡ s✐ φ
❡st ♣r♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ S ❡t q✉❡ φ⇒ ψ ❡st ❛✉ss✐ ♣r♦✉✈é❡ ❞❛♥s S✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ψ ❡st
♣r♦✉✈é❡ ❞❛♥s S✳ ❈❡tt❡ rè❣❧❡ ❡st ❛❧♦rs ♥♦té❡✱ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
(P1) ⊢ φ
(P2) ⊢ φ⇒ ψ
(C1) ⊢ ψ
❯♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s à ❧❛ ❍✐❧❜❡rt ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ rè❣❧❡ q✉✐ ❡st ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹ ✲ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✿ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ σ : A(Lp)→ Lp
q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ Lp✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ (.)σ : Lp →
Lp ❡st ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ✐♥❞✉✐t❡ ❞❡ σ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ σ ❡st ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡t ✿
✶✳ (⊤)σ = ⊤✱ (⊥)σ = ⊥
✷✳ ∀p ∈ A(Lp) : (p)σ = σ(p)
✸✳ ∀φ ∈ Lp : (¬φ)σ = ¬φσ
✹✳ ∀φ, ψ ∈ Lp : (φ ∧ ψ)σ = φσ ∧ ψσ
✺✳ ∀φ, ψ ∈ Lp : (φ ∨ ψ)σ = φσ ∨ ψσ
✻✳ ∀φ, ψ ∈ Lp : (φ⇒ ψ)σ = φσ ⇒ ψσ
✼✳ ∀φ, ψ ∈ Lp : (φ⇔ ψ)σ = φσ ⇔ ψσ
◆♦✉s ♥♦t♦♥s SubLp ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s s✉r Lp✳
◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✐ ⊢ φ ❡st ♣r♦✉✈é❡ ❞❛♥s ✉♥
s②stè♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s S✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❧❡ttr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ p ♣❛r
✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ψ✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❡tt❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ♥♦té❡ ⊢ (φ)[p\ψ] ❡st ❛✉ss✐ ♣r♦✉✈é ❞❛♥s S✳ ▲❛
rè❣❧❡ ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
❉❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♣♦✉r ❛❣❡♥ts ❝♦❣♥✐t✐❢s ✹✸
(P1) ⊢ φ
(C1) ⊢ (φ)[p\ψ]
❉❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s ♣ré✲
s❡r✈❡♥t ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ s✐ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ φ ❡st ✉♥❡ t❛✉t♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧
❡t✱ s✐ ❛♣rès ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ψ✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
ψ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ t❛✉t♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧✳
▲❡♠♠❡ ✷✳✶ ✿ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ✿
✶✳ ▲❡ ♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ✐✳❡✳ ✿
s✐ |= φ ❡t |= φ⇒ ψ s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s✱ ❛❧♦rs |= ψ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❀
✷✳ ▲❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ✐✳❡✳ ✿
s✐ |= φ ❡st ✈❛❧✐❞❡✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ✱ |= (φ)σ ❡st ❛✉ss✐ ✈❛❧✐❞❡✳
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✶ ✿ ❱♦✐❝✐ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s à ❧❛ ❍✐❧❜❡rt✳
✶✳ ⊢ (φ⇒ ((ψ ⇒ φ)→ φ) ♣❛r ✭❙✉❜✱ σ(ψ) = ψ ⇒ φ✮ ❞❛♥s (R1)
✷✳ ⊢ (φ ⇒ ((ψ ⇒ φ) → φ) ⇒ ((φ ⇒ (ψ ⇒ φ)) → (φ ⇒ φ) ✭❙✉❜✱ σ(ψ) = ψ ⇒ φ, σ(θ) = φ✮
❞❛♥s (R2)
✸✳ ⊢ ((φ⇒ (ψ ⇒ φ))⇒ (φ⇒ φ) ✭▼P ❞❡ ✶ ❡t ✷✮
✹✳ ⊢ φ⇒ (ψ ⇒ φ) (R1)
✺✳ ⊢ φ⇒ φ ✭▼P ❞❡ ✸ ❡t ✹✮
❈❡s ❧❡♠♠❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❝❡s rè❣❧❡s s♦♥t
❝♦rr❡❝ts✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s q✉✐ s♦♥t ♣r♦✉✈é❡s ♣❛r ✉♥ t❡❧ s②stè♠❡ s♦♥t ❜✐❡♥ ✈❛❧✐❞❡s
❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ♥♦♠♠é❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦✉ ❡♥❝♦r❡
♣r♦♣r✐été ❞✬❛❞éq✉❛t✐♦♥✳ ▲❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st ♥♦♠♠é❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡✳ ❊❧❧❡ é♥♦♥❝❡ q✉❡ t♦✉t❡
❢♦r♠✉❧❡ |= φ ✈❛❧✐❞❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ♣r♦✉✈é❡ ⊢ φ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s S ❝♦♠♣❧❡t✳
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶ ✲ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❡t ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ✿ ❙♦✐❡♥t S ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s à ❧❛ ❍✐❧❜❡rt
♠✉♥✐ ❞✉ ♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s✱ ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡t ❞❡s ❛①✐♦♠❡s ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶ ❡t φ
✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✳
❈❡ s②stè♠❡ S ❡st ❝♦rr❡❝t ❡t ❝♦♠♣❧❡t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✈ér✐✜❡ ❧❡s t❤é♦rè♠❡s s✉✐✈❛♥ts ✿
✶✳ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✿ s✐ ⊢S φ ❛❧♦rs |= φ
✷✳ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ✿ s✐ |= φ ❛❧♦rs ⊢S φ
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ♠❛①✐♠✉♠s S✲❝♦♥s✐st❛♥ts✳
◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉s s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♠❛①✐♠❛✉① S✲❝♦♥s✐st❛♥ts✳
❈❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ét❡♥❞✉s ❛✉① ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s ❡t ♥♦✉s s❡r✈✐r♦♥t ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡
❞❡s s②stè♠❡s ❧♦❣✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❛✉① ❝❤❛♣✐tr❡s ✸ ❡t ✹✳
✹✹ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✈✉❡s ♣❛r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s
❊♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s S✲❝♦♥s✐st❛♥ts
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s S✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺ ✲ ❊♥s❡♠❜❧❡s S✲❝♦♥s✐st❛♥ts ✿ ❙♦✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ Σ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s✱
✖ Σ ❡st S✲✐♥❝♦♥s✐st❛♥t s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ∃ψ1, ..., ψn ∈ Σ : ⊢ ¬
∧n
i=1 ψi ❀
✖ Σ ❡st S✲❝♦♥s✐st❛♥t s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ Σ ♥✬❡st ♣❛s S✲✐♥❝♦♥s✐st❛♥t✳
❚♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s S✲❝♦♥s✐st❛♥t ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉ à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ S✲❝♦♥s✐st❛♥t✳
❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ S✲❝♦♥s✐st❛♥t ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s S✲❝♦♥s✐st❛♥t t❡❧ q✉✬✐❧
♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥ s✉r✲❡♥s❡♠❜❧❡ str✐❝t ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s q✉✐ s♦✐t ❛✉ss✐ S✲❝♦♥s✐st❛♥t✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✻ ✲ ❊♥s❡♠❜❧❡s ♠❛①✐♠❛✉① S✲❝♦♥s✐st❛♥ts ✿ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ Γ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❡st
♠❛①✐♠❛❧ S✲❝♦♥s✐st❛♥t s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ∄Γ′ : Γ ( Γ′ t❡❧ q✉❡ Γ′ ❡st S✲❝♦♥s✐st❛♥t✳
▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s S✲❝♦♥s✐st❛♥ts ♦♥t ♣♦✉r ♣r♦♣r✐été ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ Γ ❞❡
❢♦r♠✉❧❡s S✲❝♦♥s✐st❛♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s✉r✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ♠❛①✐♠❛❧ S✲❝♦♥s✐st❛♥t ❝♦♥t❡♥❛♥t Γ✳
❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣♦rt❡ ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ▲✐♥❞❡♥❜❛✉♠ ❡t s❡r✈✐r❛ ❛✉① ❝❤❛♣✐tr❡s ✸ ❡t ✹ ❛✜♥ ❞❡
♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡s ❞❡s s②stè♠❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❝❡s ❝❤❛♣✐tr❡s✳
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷ ✲ ▲❡♠♠❡ ❞❡ ▲✐♥❞❡♥❜❛✉♠ ✿
P♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ Γ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s S✲❝♦♥s✐st❛♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s Γ′ t❡❧ q✉❡
Γ ⊆ Γ′ ❡t Γ′ ❡st ♠❛①✐♠❛❧ S✲❝♦♥s✐st❛♥t✳
▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♠❛①✐♠❛✉① S✲❝♦♥s✐st❛♥ts ♣♦ssè❞❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦♣r✐étés ♥♦té❡s ❞❡ ▼❈✶ à ▼❈✺✳
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸ ✲ ✿ P♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ Γ ♠❛①✐♠❛❧ S✲❝♦♥s✐st❛♥t ❡t φ, ψ ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❡s✳
✶✳ ▼❈✶ ✿ Γ ⊢S φ =⇒ φ ∈ Γ
✷✳ ▼❈✷ ✿ (φ ∈ Γ ∨ ¬φ ∈ Γ) ∧ ¬(φ ∈ Γ ∧ ¬φ ∈ Γ)
✸✳ ▼❈✸ ✿ (φ ∨ ψ ∈ Γ) =⇒ φ ∈ Γ ♦✉ ψ ∈ Γ
✹✳ ▼❈✸✬ ✿ (φ ∧ ψ ∈ Γ) =⇒ φ ∈ Γ ❡t ψ ∈ Γ
✺✳ ▼❈✹ ✿ [(φ⇒ ψ ∈ Γ) ∧ (φ ∈ Γ)] =⇒ ψ ∈ Γ
✻✳ ▼❈✺ ✿ ⊢S φ ss✐ ∀Γ ♠❛①✐♠❛❧ S✲❝♦♥s✐st❛♥t, φ ∈ Γ
❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ S✲❞é❞✉❝t✐❜✐❧✐té
P♦✉r t♦✉t s②stè♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s S✱ ♥♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❞❡ S✲❞é❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ φ ♣❡✉t
êtr❡ ❞é❞✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s Σ ❞❛♥s ❝❡ s②stè♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s✳
❉❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♣♦✉r ❛❣❡♥ts ❝♦❣♥✐t✐❢s ✹✺
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✼ ✲ S✲❞é❞✉❝t✐❜✐❧✐té ✿ ❙♦✐❡♥t S ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s✱ Σ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❢♦r♠✉❧❡s ♣r♦✉✈é❡s ❞❛♥s S ❡t φ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s S✲❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ φ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
Σ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ S ❡t ♥♦t♦♥s Σ ⊢S φ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿
✶✳ ❙✐ Σ = ∅✱ ❛❧♦rs ⊢S φ ❀
✷✳ ❙✐♥♦♥ ∃ψ1, . . . , ψn ∈ Σ ❛✈❡❝ n ∈ N∗ ❡t ⊢S ψ1 ∧ . . . ∧ ψn ⇒ φ✳
❙✐ Σ ⊢S φ ❡st ✈ér✐✜é✱ ❛❧♦rs φ ❡st ❞✐t❡ S✲❞é❞✉❝t✐❜❧❡✳
▲❛ S✲❞é❞✉❝t✐❜✐❧✐té ♣♦ssè❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦♣r✐étés ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ré✢❡①✐✈✐té✱ ❧❛ tr❛♥✲
s✐t✐✈✐té✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧✬❛✛❛✐❜❧✐ss❡♠❡♥t à ❣❛✉❝❤❡✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶ ✿ ❙♦✐❡♥t S ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s✱ Σ✱ Γ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ♣r♦✉✈é❡s
❞❛♥s S✱ φ ❡t ψ ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s✳
❘é✢❡①✐✈✐té ✿ s✐ φ ∈ Σ ❛❧♦rs Σ ⊢S φ
❚r❛♥s✐t✐✈✐té ✿ s✐ Σ ⊢S φ ❡t {ψ} ⊢S φ ❛❧♦rs Σ ⊢S φ
❆✛❛✐❜❧✐ss❡♠❡♥t à ❣❛✉❝❤❡ ✿ s✐ Σ ⊢S φ ❡t Σ ⊆ Γ ❛❧♦rs Γ ⊢S φ
❈❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❡t ❞❡ S✲❞é❞✉❝t✐❜✐❧✐té ♥♦✉s ❞♦♥♥❡♥t ❧❡s t❤é♦rè♠❡s
s✉✐✈❛♥ts✳
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✹ ✲ ❚❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ✿ ❙♦✐❡♥t S ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s✱ Σ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ♣r♦✉✈é❡s ❞❛♥s S✱ φ ❡t ψ ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s✳
Σ ∪ {ψ} ⊢S φ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ Σ ⊢S ψ ⇒ φ
❉❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s♦✉s s❛ ❢♦r♠❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ✿
Σ ∪ {ψ} |= φ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ Σ |= ψ ⇒ φ
▲❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡s ✈❡rs✐♦♥s ❢♦rt❡s ❞❡s t❤é♦rè♠❡s
❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✺ ✲ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❡t ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❢♦rt❡ ✿ ❙♦✐❡♥t S ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s
à ❧❛ ❍✐❧❜❡rt ♠✉♥✐ ❞✉ ♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s✱ ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡t ❞❡s ❛①✐♦♠❡s ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❛
✜❣✉r❡ ✷✳✶✱ φ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t Σ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ♣r♦✉✈é❡s ❞❛♥s S✳
❈❡ s②stè♠❡ S ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t ❡t ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✈ér✐✜❡ ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ✿
✶✳ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢♦rt❡ ✿ s✐ Σ ⊢S φ ❛❧♦rs Σ |= φ
✷✳ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❢♦rt❡ ✿ s✐ Σ |= φ ❛❧♦rs Σ ⊢S φ
❋❡r♠❡t✉r❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s
❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❡t ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❢❡r♠és ❡t ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡
❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❡♥ ♣r♦✜t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r r❛♣♣❡❧❡r ❝❡s q✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✳
✹✻ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✈✉❡s ♣❛r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✽ ✲ ❊♥s❡♠❜❧❡s ❢❡r♠és ✿ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s Σ ❡st ❞✐t ❢❡r♠é s✐✱ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ t♦✉t❡s ❝❡s ♣r♦♣r✐étés s♦♥t r❡s♣❡❝té❡s ✿
✶✳ Σ ❡st ❢❡r♠é s✉r ❧❡s s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿
✖ s✐ φ ∨ ψ ∈ Σ ❛❧♦rs φ ∈ Σ ❡t ψ ∈ Σ
✖ s✐ φ ∧ ψ ∈ Σ ❛❧♦rs φ ∈ Σ ❡t ψ ∈ Σ
✖ s✐ φ⇒ ψ ∈ Σ ❛❧♦rs φ ∈ Σ ❡t ψ ∈ Σ
✖ s✐ φ⇔ ψ ∈ Σ ❛❧♦rs φ ∈ Σ ❡t ψ ∈ Σ
✖ s✐ ¬φ ∈ Σ ❛❧♦rs φ ∈ Σ
✖ s✐ ✷φ ∈ Σ ♦✉ ✸φ ∈ Σ ❛❧♦rs φ ∈ Σ
✷✳ Σ ❡st ❢❡r♠é s✉r ❧❛ ♥é❣❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡✱ ✐✳❡✳ s✐ σ ∈ Σ ❡t σ ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ¬θ ❛❧♦rs ¬σ ∈ Σ✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✾ ✲ ❋❡r♠❡t✉r❡ ✿ ❙♦✐t Γ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s
Cl(Γ) ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ Γ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ Cl(Γ) ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❢❡r♠é
❝♦♥t❡♥❛♥t Γ✳
▲✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✷ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s Γ ❡t s❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ Σ = Cl(Σ)✳
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✷ ✿ ❙♦✐t Γ = {p ⇒ (q ∧ ¬r), r ∧ (p ∨ q)} ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ♦ù p, q, ❡t
r s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❙✐ Σ = Cl(Γ) ❡st ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ Γ✱ ❛❧♦rs Σ = {p ⇒
(q∧¬r), r∧(p∨q), p,¬p, q,¬q, r,¬r,¬(p⇒ (q∧¬r)),¬(r∧(p∨q)), q∧¬r,¬(q∧¬r), p∨q,¬(p∨q)}
❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❢❡r♠é ❝♦♥t❡♥❛♥t Γ✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ r❛♣♣❡❧é ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❧♦❣✐q✉❡s✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t
ét❡♥❞✉s ❡t ✈ér✐✜és ❞❛♥s ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s
❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s ❡t ❧❡✉rs s②stè♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s à ❧❛ ❍✐❧❜❡rt ❝♦rr❡❝ts ❡t ❝♦♠♣❧❡ts✳
✷✳✶✳✷ ▲❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s
▲❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s s♦♥t ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❞❡s
♦♣ér❛t❡✉rs s♦♥t ❛❥♦✉tés ❛✉ ❧❛♥❣❛❣❡✳ ❈❡s ♦♣ér❛t❡✉rs✱ ❛♣♣❡❧és ♠♦❞❛❧✐tés✱ ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s
❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ♦✉ ❡♥❝♦r❡✱ ❧❡ ❞é♦♥t✐q✉❡✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé ♣❡✉t s❡ ré❢ér❡r
à ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ✭❇❧❛❝❦❜✉r♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡s ♠♦❞❛❧✐tés ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❞✐✛é✲
r❡♥ts ét❛ts ♠❡♥t❛✉① ❞❡s ❛❣❡♥ts ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s✳ ▲❛
❧♦❣✐q✉❡ ♠♦❞❛❧❡ st❛♥❞❛r❞ ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ L✷,✸ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❡ttr❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡s✱ ♥♦té A(L✷,✸) = {p, q, r, s, . . .} ❡t ❣é♥éré ♣❛r ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ s♦✉s s❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❇❛❝❦✉s✲◆❛✉r✱
♣♦✉r t♦✉t ❛t♦♠❡ p ∈ A(Lp) ✿
φ ::= p|φ1 ∧ φ2|φ1 ∨ φ2|φ1 ⇒ φ2|φ1 ⇔ φ2|¬φ|⊤|⊥|✷φ|✸φ
❉❛♥s ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s st❛♥❞❛r❞s✱ ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♠♦❞❛❧✐tés ✿ ✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té
❞❡ t②♣❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ♥♦té❡ ✷ ❀ ❡t ✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té ❞❡ t②♣❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✸✳ ❈❡s ❞❡✉① ♠♦❞❛❧✐tés s♦♥t s♦✉✈❡♥t
❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❞✉❛❧ ❞❡ ❧✬✉♥❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛✉tr❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡
❉❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♣♦✉r ❛❣❡♥ts ❝♦❣♥✐t✐❢s ✹✼
✓ ❞❡♠❛✐♥ ✐❧ ❢❛ss❡ ❜❡❛✉ ✔ ✭✷φ✮ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ✭✐✳❡✳ ♥♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✮ q✉✬✓ ✐❧ ♥❡ ❢❛ss❡ ♣❛s ❜❡❛✉ ✔
✭¬✸¬φ✮✳ ❆✐♥s✐ ✉t✐❧✐s❡r ✷φ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ¬✸¬φ✳
❯♥❡ ♠♦❞❛❧✐té ✈❛ ❞✐✛ér❡r ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡✱ ♣❛r ❧❡ s❡♥s q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❝♦♥❢éré✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ♠♦✲
❞❛❧✐tés ❞✐t❡s ❛❧ét❤✐q✉❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t ❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❀ ❧❡s ♠♦❞❛❧✐tés ❞✐t❡s é♣✐sté♠✐q✉❡s
r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❀ ❧❡s ♠♦❞❛❧✐tés ❞✐t❡s ❞♦①❛st✐q✉❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❀ ❡t ❧❡s
♠♦❞❛❧✐tés ❞✐t❡s ❞é♦♥t✐q✉❡s ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ ♣❡r♠✐ss✐♦♥s✳ ❊♥✜♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛✉tr❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s
❞②♥❛♠✐q✉❡s✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ❞❡ ❝❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❝♦♠❜✐♥❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❞❡ ❝❡s ♠♦❞❛❧✐tés ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ✉♥
♠ê♠❡ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❛❧♦rs ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡s ♠✉❧t✐✲♠♦❞❛❧❡s✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❛
sé♠❛♥t✐q✉❡ ❧❛ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡ ✭❑r✐♣❦❡✱ ✶✾✺✾✮ ♠❛✐s ❞✬❛✉tr❡s sé♠❛♥t✐q✉❡s ❡①✐st❡♥t
❝♦♠♠❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✭P❛❝✉✐t✱ ✷✵✶✼✮✳
❙é♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡
▲❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ✭❑r✐♣❦❡✱ ✶✾✺✾✮ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♣♦✉r ✐♥t❡r♣rét❡r
❝❤❛q✉❡ ♠♦❞❛❧✐té ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✵ ✲ ❈❛❞r❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡ ✿ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝❛❞r❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ C = (W,R)
❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ W r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts✱ ❛♣♣❡❧és ♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❡t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥
❜✐♥❛✐r❡ R ❞é✜♥✐❡ s✉r W✱ ❛♣♣❡❧é❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té ♦✉ ❡♥❝♦r❡✱ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐s❝❡r♥❛❜✐❧✐té✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡W ❞❡s ♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s r❡♣rés❡♥t❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ❝♦♥s✐❞èr❡
❝♦♠♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐s❝❡r♥❛❜✐❧✐té ❛ss♦❝✐❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠♦♥❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡
w ∈ W ✱ t♦✉s ❧❡s ♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ♥❡ ♣❡✉t ❞✐s❝❡r♥❡r à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ ♠♦♥❞❡ w✳ ❯♥❡
❧♦❣✐q✉❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡ ❡st ❞✐t❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♠♦❞❛❧❡ ♥♦r♠❛❧❡✳
❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❞❡ s❛t✐s✜❛✲
❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ é❝r✐t❡ ❞❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♠♦❞❛❧❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✶ ✲ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡ ✿ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡ M = (W,R, V )
❛✈❡❝ V : A(L✷,✸) → 2W ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛♣♣❡❧é❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ P♦✉r t♦✉t ♠♦♥❞❡ w ∈ W✱
♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ φ, ψ ∈ L✷,✸ ❡t ♣♦✉r t♦✉t ❛t♦♠❡ p ∈ A(L✷,✸)✳
0. M, w |= ⊤
1. M, w 6|= ⊥
2. M, w |= p ss✐ M, w ∈ i(p)
3. M, w |= ¬φ ss✐ M, w 6|= φ
4. M, w |= φ ∨ ψ ss✐ M, w |= φ ♦✉ M, w |= ψ
5. M, w |= φ ∧ ψ ss✐ M, w |= φ ❡t M, w |= ψ
6. M, w |= φ⇒ ψ ss✐ M, w |= ¬φ ♦✉ M, w |= ψ
7. M, w |= ✷φ ss✐ ∀v ∈ W, wRv :M, v |= φ
8. M, w |= ✸φ ss✐ ∃v ∈ W, wRv :M, v |= φ
▲✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✸ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡ ❡t ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♦ù ♥♦✉s
❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t✳
✹✽ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✈✉❡s ♣❛r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✸ ✿ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ p q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❢❛✐t ✿ ✓ ✐❧ ❢❛✐t
❜❡❛✉ ❞❡❤♦rs ✔✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t r❛✐s♦♥♥❛♥t ♥❡ s❛✐t ♣❛s s✬✐❧ ❢❛✐t ❜❡❛✉ ❞❡❤♦rs✳ P♦✉r ❧✬❛❣❡♥t✱ ✐❧
❡①✐st❡ ❛❧♦rs ❞❡✉① ♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ✿ ✉♥ ♠♦♥❞❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ p ❡st ✈r❛✐❡ ❡t ♥♦té w✱ ✐✳❡✳
❧❡ ♠♦♥❞❡ ♦ù ✓ ✐❧ ❢❛✐t ❜❡❛✉ ❞❡❤♦rs ✔ ❀ ✉♥ ♠♦♥❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ p ❡st ❢❛✉ss❡ ❡t ♥♦té v✱ ✐✳❡✳ ❧❡
♠♦♥❞❡ ♦ù ✓ ✐❧ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ❜❡❛✉ ❞❡❤♦rs ✔✳ P♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧✬ét❛t ♠❡♥t❛❧ ❞❡ ♥♦♥ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡
❧✬❛❣❡♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s W = {w, v} ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥
V ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ V (p) = {w}✳ ❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s w = {p} ❡t v = {}✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
♣✉✐sq✉❡ ❧✬❛❣❡♥t ♥❡ s❛✐t ♣❛s s✬✐❧ ❜❡❛✉ ❞❡❤♦rs✱ ❧✬❛❣❡♥t ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❞✐s❝❡r♥❡r ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❞❛♥s
❧❡q✉❡❧ ✓ ✐❧ ❢❛✐t ❜❡❛✉ ✔ ✭✐✳❡✳ w✮ ❞✉ ♠♦♥❞❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✓ ✐❧ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ❜❡❛✉ ✔ ✭✐✳❡✳ v✮✳ ❆✐♥s✐ ❝❡t ét❛t
❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ R = {(w, v)✱ (w,w)✱ (v, w)✱ (v, v)} q✉✐ ❡st ✐❧❧✉stré❡
♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✳ ▲✬❛❣❡♥t ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s ❞✐s❝❡r♥❡r ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦♥❞❡ ré❡❧ q✉✐ ❡st s♦✐t w✱ s♦✐t v ❀
❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ♠♦♥❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳
❉❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡ M✱ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦♥❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ w✱ ♥♦té
M, w |= φ✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❧♦❣✐q✉❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s q✉✐ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❛✐❡♥t q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❛ ✈ér✐té ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ♣ré❝✐s❡r✱
❡♥ ♣❧✉s✱ ❧❡ ♠♦♥❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉q✉❡❧ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s✳ ◆♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❛❧♦rs ❞❡ ♠♦♥❞❡
♣♦✐♥té w ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ M✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ φ ❡st ✈r❛✐❡ ♥✬❛ ❞❡ s❡♥s q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉
♠♦♥❞❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♣❧❛❝és✳ ❆✐♥s✐ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ φ ♣❡✉t êtr❡ ✈r❛✐❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦♥❞❡
w✱ ✐✳❡✳ M, w |= φ ♠❛✐s ❢❛✉ss❡ ❞❛♥s ✉♥ ❛✉tr❡ ♠♦♥❞❡ v✱ M, v 6|= φ✳ ▲❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❡t
❞❡ ✈❛❧✐❞✐té s♦♥t ❞✐st✐♥❝t❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✷ ✲ ❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❡t ✈❛❧✐❞✐té ✿
✶✳ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ φ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ M ❡t ✉♥ ♠♦♥❞❡ w t❡❧
q✉❡ M, w |= φ ❡st ✈r❛✐ ❀
✷✳ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ φ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ M s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ♠♦♥❞❡ w ∈ W
❞✉ ♠♦❞è❧❡ M✱ M, w |= φ ❡st ✈r❛✐ ❀
✸✳ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ φ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡ C✱ ♥♦té |=C φ ♦✉ C |= φ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐✱ φ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s t♦✉t ♠♦❞è❧❡ M ❞✉ ❝❛❞r❡ C✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s s♦♥t ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ✷ ❡st ✐♥t❡r♣rété ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣♦✉r t♦✉t ∀✱ s✐ ✷φ ❡st ✈r❛✐❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦♥❞❡ w✱
❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ∀v✱ s✉r ❧✬✉♥✐✈❡rs ❞✉ ❞✐s❝♦✉rs W ✱ s✐ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t R(w, v) = wRv ❡st ✈ér✐✜é ❛❧♦rs
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ φ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✈r❛✐❡ ❞❛♥s v✳
❉❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♣♦✉r ❛❣❡♥ts ❝♦❣♥✐t✐❢s ✹✾
▲❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ✭❝❢✳ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✮ ❡t ❞❡ S✲❞é❞✉❝t✐❜✐❧✐té ✭❝❢✳ ❞é✜♥✐✲
t✐♦♥ ✷✳✼✮ ♣rés❡♥té❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t s♦♥t ✐♥❝❤❛♥❣é❡s ❞❛♥s ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s t♦✉t
❝❛❞r❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡ C✱ ❧❡ ♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s ❡t ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣rés❡r✈❡♥t ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té✳ ❈❡s rè❣❧❡s ♣❡✉✈❡♥t
❞♦♥❝ êtr❡ ✐♥té❣ré❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❢♦♥❞é s✉r ❧❡
❧❛♥❣❛❣❡ ♠♦❞❛❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❧♦❣✐q✉❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s ❞❡
❞é❞✉❝t✐♦♥s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés ❞❛♥s ❞❡ t❡❧s s②stè♠❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✐t❡ ❞❡ ♥é❝❡ss✐t❛t✐♦♥ q✉✐
❞é❝r✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ s✐ ⊢ φ ❡st ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❛❧♦rs ⊢ ✷φ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ t❤é♦rè♠❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✸ ✲ ❘è❣❧❡ ❞❡ ♥é❝❡ss✐t❛t✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s rè❣❧❡
❞❡ ♥é❝❡ss✐t❛t✐♦♥ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
(P1) ⊢ φ
(C1) ⊢ ✷φ
❙✐ ⊢ φ ❡st ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ♣r♦✉✈é ❞✉ s②stè♠❡✱ ❛❧♦rs ⊢ ✷φ ❡st ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ♣r♦✉✈é ❞✉ s②stè♠❡✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ S✲❞é❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ φ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ Σ ❡st r❡str❡✐♥t❡ à ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ♣r♦✉✈és ❞❡ S✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r
s❛♥s ♣r♦❜❧è♠❡ s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s S✲❞é❞✉❝t✐❜❧❡s✳
❊♥ ♣❧✉s ❞❡s ❛①✐♦♠❡s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ❞♦♥♥és ❡♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✱ ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s ❞♦✐✈❡♥t
❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛①✐♦♠❡ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✈❛❧✐❞❡ |= ✷(φ ⇒ ψ) ⇒ ✷φ ⇒ ✷ψ✳ ❈❡tt❡
❢♦r♠✉❧❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❛①✐♦♠❡ ❑✳ ❊❧❧❡ tr❛❞✉✐t q✉❡ s✬✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ φ⇒ ψ ❡t q✉✬✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
q✉❡ φ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ❛✉ss✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ψ✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❡♥ rés✉♠é q✉❡ ❞❛♥s t♦✉t ❝❛❞r❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡ C✱ ❧❡ ♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s✱ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱
❧❛ ♥é❝❡ss✐t❛t✐♦♥ ❡t ❧✬❛①✐♦♠❡ K ♣rés❡r✈❡♥t ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❢♦♥❞é s✉r ❝❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥
❡t ❧❡s ❛①✐♦♠❡s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧✬❛①✐♦♠❡ K ❡st ♥♦♠♠é ❧❡ s②stè♠❡ ❑✳ ❈❡
s②stè♠❡ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❢♦♥❞é s✉r ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✻ ✲ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❑ ✿
✶✳ ▲❡ ♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s ❡t ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣rés❡r✈❡♥t ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ♣♦✉r t♦✉t ❝❛❞r❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡ C ❀
✷✳ ▲❛ ♥é❝❡ss✐t❛t✐♦♥ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ♣♦✉r t♦✉t ❝❛❞r❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡ C✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿
s✐ |=C φ ❡st ✈❛❧✐❞❡✱ ❛❧♦rs |=C ✷φ ❡st ❛✉ss✐ ✈❛❧✐❞❡ ❀
✸✳ ▲✬❛①✐♦♠❡ ❑ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s t♦✉t ❝❛❞r❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡ C✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿
|=C ✷(φ⇒ ψ)⇒ ✷φ⇒ ✷ψ (K)
▲❡ s②stè♠❡ K ❡st ❝♦rr❡❝t✳
▲✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✹✱ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❛✈❡❝ ✉♥ s②stè♠❡ à ❧❛ ❍✐❧❜❡rt✳ ▲❡s t❤é♦rè♠❡s ❞é♠♦♥trés
❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ s♦♥t ❞❡s t❛✉t♦❧♦❣✐❡s q✉✐ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ❞❛♥s t♦✉t ❝❛❞r❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡✳ ❈❡s t❤é♦rè♠❡s
s❡r♦♥t ❛♣♣❧✐q✉és ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳
✺✵ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✈✉❡s ♣❛r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✹ ✿
P♦✉r t♦✉t ❝❛❞r❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡ C✱ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ✿
✶✳ ⊢ ✷φ ∧✷ψ ≡ ✷(φ ∧ ψ)
✷✳ ⊢ (✷φ ∨✷ψ)⇒ ✷(φ ∨ ψ)
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡ s❡♥s (⇒) ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✶ s❡ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✿
✶✳ ⊢ φ⇒ (ψ ⇒ (φ ∧ ψ))
✷✳ ⊢ ✷(φ⇒ (ψ ⇒ (φ ∧ ψ)))
✸✳ ⊢ ✷φ⇒ ✷(ψ ⇒ (φ ∧ ψ))
✹✳ ⊢ ✷(ψ ⇒ (φ ∧ ψ))⇒ ✷ψ ⇒ ✷(φ ∧ ψ)
✺✳ ⊢ ✷φ⇒ ✷ψ ⇒ ✷(φ ∧ ψ)
✻✳ ⊢ ✷φ ∧✷ψ ⇒ ✷φ
✼✳ ⊢ ✷φ ∧✷ψ ⇒ ✷(φ ∧ ψ)
▲❡ s❡♥s (⇐) ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✶ s❡ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✿
✶✳ ⊢ φ ∧ ψ ⇒ φ ❡t ⊢ φ ∧ ψ ⇒ ψ
✷✳ ⊢ ✷(φ ∧ ψ)⇒ ✷φ ❡t ✷(φ ∧ ψ)⇒ ✷ψ ✭✈✐❛ ❑ ❡t ▼P✮
✸✳ ⊢ (✷(φ ∧ ψ)⇒ ✷φ) ∧ (✷(φ ∧ ψ)⇒ ✷ψ)⇒ (✷(φ ∧ ψ)⇒ ✷φ ∧✷ψ)
✹✳ ⊢ ✷(φ ∧ ψ)⇒ ✷φ ∧✷ψ
❊♥✜♥ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✷ s❡ ❞é❞✉✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❞❡ ✿
✶✳ ⊢ φ⇒ φ ∨ ψ ❡t ⊢ ψ ⇒ φ ∨ ψ
✷✳ ⊢ ✷φ⇒ ✷(φ ∨ ψ) ❡t ⊢ ✷ψ ⇒ ✷(φ ∨ ψ)
✸✳ ⊢ (✷φ ∨✷ψ)⇒ ✷(φ ∨ ψ)
❊♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té ❞✉ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡ ❝♦♠♠❡✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ré✢❡①✐✈✐té✱ ❧❛ tr❛♥s✐t✐✈✐té ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ sér✐❛❧✐té✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s
❢♦r♠✉❧❡s ✈❛❧✐❞❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞✬❛✉tr❡s s②stè♠❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❝♦rr❡❝ts✳ ❆✐♥s✐ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡
❞❡ ❑r✐♣❦❡ sér✐❡❧ D ✭✐✳❡✳ ❞♦♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té ❡st sér✐❡❧❧❡✮✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ |=D ✷φ⇒ ¬✷¬φ✱
❛♣♣❡❧é❡ ❛①✐♦♠❡ ❉✱ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✈❛❧✐❞❡✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉ ❡st ❛❧♦rs ♥♦♠♠é ❧❡ s②stè♠❡KD
q✉✐ ❡st ❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❑ ❡t ❞❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❉✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s
❡♥tr❡ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡ ❡t ❧❡✉r ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❛ss♦❝✐é❡ s✉r ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡✱ ❡st ❛♣♣❡❧é ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❛♥❝❡s ❞❡ ❙❛❤❧q✈✐st✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶ ✐❧❧✉str❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛①✐♦♠❡s ✉s✉❡❧s ❛✈❡❝ ❧❡✉r ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ s✉r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té ♣♦✉r ♣rés❡r✈❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞❛♥s ❧❡ s②s✲
tè♠❡✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡s ❛①✐♦♠❡s✱ ✐❧ ❡st ♣r♦✉✈é q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ rés✉❧t❛♥t
❡st ❝♦rr❡❝t✱ ❝♦♠♣❧❡t ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t ❡t ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t ✭❇❧❛❝❦❜✉r♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✳
P❛r♠✐ ❧❡s s②stè♠❡s ✉s✉❡❧s ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s✱ ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❧❡s s②stè♠❡s K4✱ KT ✱ KT4✱
KD45 q✉✐ s♦♥t ❞é❝r✐ts ♣❛r ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❛①✐♦♠❡s K✱ T ✱ D✱ 4 ❡t 5✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ s②stè♠❡
❉❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♣♦✉r ❛❣❡♥ts ❝♦❣♥✐t✐❢s ✺✶
❋♦r♠✉❧❡ ◆♦♠ Pr♦♣r✐été ❞❡ R
❉ ✷φ→ ✸φ ❙ér✐❛❧✐té ∀w ∈ W, ∃w′ ∈ W : wRw′
❚ ✷φ→ φ ❘é✢❡①✐✈✐té ∀w ∈ W, wRw
✹
✷φ→ ✷✷φ
❚r❛♥s✐t✐✈✐té ∀w,w′, w′′ ∈ W, wRw′ ∧ w′Rw′′ ⇒ wRw′′
♦✉ ✸✸φ→ ✸φ
✺ ✸φ→ ✷✸φ
❈❛r❛❝tèr❡
∀w,w′, w′′ ∈ W, wRw′ ∧ wRw′′ ⇒ w′Rw′′
❊✉❝❧✐❞✐❡♥
❇ φ→ ✷✸φ ❙②♠étr✐❡ ∀w,w′ ∈ W, wRw′ ⇒ w′Rw
❈❉ ✸φ→ ✷φ
❈❛r❛❝tèr❡
∀w,w′, w′′ ∈ W, wRw′ ∧ wRw′′ ⇒ w′ = w′′
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧
M ✷(✷φ→ φ)
Ps❡✉❞♦
∀w,w′ ∈ W, wRw′ ⇒ w′Rw′
ré✢❡①✐✈✐té
❈✹
✷✷φ→ ✷φ
❉❡♥s✐té ∀w,w′ ∈ W, wRw′ ⇒ ∃w′′ ∈ W, wRw′′ ∧ w′′Rw′
♦✉ ✸φ→ ✸✸φ
● ✸✷φ→ ✷✸φ ❈♦♥✢✉❡♥❝❡
∀w,w′, w′′ ∈ W, wRw′ ∧ wRw′′′
⇒ ∃w′′′ ∈ W, w′Rw′′′ ∧ w′′Rw′′
❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳✶ ✕ ❈♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ❞❡ ❙❛❤❧q✈✐st
S5 ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❛①✐♦♠❡s K✱ T ✱ 4 ❡t 5✳ ❉❛♥s ✉♥ t❡❧ s②stè♠❡✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❛❝❝❡s✲
s✐❜✐❧✐té ❡st ❞♦♥❝ tr❛♥s✐t✐✈❡✱ ré✢❡①✐✈❡ ❡t ♣♦ssè❞❡ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té
❞❛♥s S5 ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✭✐✳❡✳ tr❛♥s✐t✐✈❡✱ ré✢❡①✐✈❡ ❡t s②♠étr✐q✉❡✮✳
P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés st❛♥❞❛r❞s ❝♦♠♠❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐✈✐té✱ ♦✉ ❧❛ ré✢❡①✐✈✐té ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡s s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞✐t❡ klmn✲✐♥❝❡st✉❡✉s❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✺✳ ❯♥❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ R ❡st ❞✐t❡ klmn✲✐♥❝❡st✉❡✉s❡ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿
∀x, y, z ∈ W, [(xRky ∧ xRmz)⇒ ∃t ∈ W(yRlt ∧ zRnt)]
❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡st ♣r♦✉✈é q✉❡ ❞❛♥s t♦✉t ❝❛❞r❡ G klmn✲✐♥❝❡st✉❡✉①✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♥♦♠♠é❡ ❆①✐♦♠❡ ❞❡ ●❡❛❝❤
|=G ✸
k
✷
lφ⇒ ✷m✸nφ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✈❛❧✐❞❡✳
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✺ ✿ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣rés❡♥té❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣❡✉✈❡♥t t♦✉t❡s êtr❡
réé❝r✐t❡s s♦✉s ❧❡✉r ❢♦r♠❡ klmn− incestueuses ✿
✖ R ❡st ré✢❡①✐✈❡ ss✐ |= ✷φ⇒ φ ss✐ R ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ 0100− incestueuse ❀
✖ R ❡st tr❛♥s✐t✐✈❡ ss✐ |= ✷φ⇒ ✷✷φ ss✐ R ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ 0120− incestueuse ❀
✖ R ❡st ❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ss✐ |= ¬✷φ⇒ ✷¬✷φ ss✐ R ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ 1011− incestueuse✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s t❤é♦rè♠❡s t♦✉❥♦✉rs ✈ér✐✜és ❞❛♥s
❧❡s ❝❛❞r❡s ❞❡ ❑r✐♣❦❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❑ ♦✉ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✹✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡
sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡ ♥❡ s✉✣t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ♠♦❞❛❧✐tés ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❝❛♣❛✲
❝✐tés ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞✬❛✉tr❡s sé♠❛♥t✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s sé♠❛♥t✐q✉❡s
❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳
✺✷ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✈✉❡s ♣❛r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s
❙é♠❛♥t✐q✉❡s ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✱ s✐ ✉♥ ❛❣❡♥t ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ✈❡♥✐r ❡♥ ✈é❧♦ ❛✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❡t q✉✬✐❧ ❡st
❛✉ss✐ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ✈❡♥✐r ❡♥ ✈♦✐t✉r❡ ❛✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡✱ ❝❡❧❛ ♥❡ s✐❣♥✐✜❡ ♣❛s q✉❡ ❝❡t ❛❣❡♥t ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡
ré❛❧✐s❡r ❧❡s ❞❡✉① à ❧❛ ❢♦✐s✳ ❆✉ss✐✱ ♥♦✉s ♥❡ s♦✉❤❛✐t♦♥s ♣❛s ❛✈♦✐r ❝❡rt❛✐♥s t❤é♦rè♠❡s st❛♥❞❛r❞s ❞❡s
❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s ❝♦♠♠❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❑✱ ❧❛ ♥é❝❡ss✐t❛t✐♦♥ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞é♠♦♥tré❡s ❞❛♥s
❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✹✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡ t♦✉s ❝❡s t❤é♦✲
rè♠❡s✱ ♥♦♠♠é❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡✱ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✭P❛❝✉✐t✱ ✷✵✶✼✮✳ ◆♦✉s
♣❛r❧♦♥s ❛❧♦rs ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s ♥♦♥ ♥♦r♠❛❧❡s✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s ♥♦r♠❛❧❡s
q✉✐ s♦♥t ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❡s ❝❛❞r❡s ❞❡ ❑r✐♣❦❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✹ ✲ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✿ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s M = (W,N , V ) ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡ s✉r ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♠♦❞❛❧ L✷,✸ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿
✖ W ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s
✖ N :W → 22
W
❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
✖ V : A(L✷,✸) → 2W ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥
∀w ∈ W :M, w |= ✷φ ss✐ {v ∈ W :M, v |= φ} ∈ N (w)
▲❡ ❝♦✉♣❧❡ C = (W,N ) ❡st ❛♣♣❡❧é ❝❛❞r❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳
❈❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t à ❛♠❡♥❡r ✉♥
❝❡rt❛✐♥ ét❛t ❞✉ ♠♦♥❞❡✳ ◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✻✱ ✐ss✉ ❞❡ ✭P❛❝✉✐t✱ ✷✵✶✼✮✱ ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥
❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t à ❛♠❡♥❡r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ét❛t ❞✉ ♠♦♥❞❡ ♣❡✉t êtr❡
r❡♣rés❡♥té❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s ❝❡tt❡
♥♦t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥❡ ✈♦✉❧♦♥s ♣❛s ❛✈♦✐r ❝❡rt❛✐♥s t❤é♦rè♠❡s ❝♦♠♠❡ ⊢ ✷φ ∧ ✷ψ ⇒ ✷(φ ∧ ψ)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
s✐ ✉♥ ❛❣❡♥t ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛♠❡♥❡r φ à ✈r❛✐ ❡t q✉✬✐❧ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛♠❡♥❡r ψ à ✈r❛✐✱ ❝❡❧❛ ♥❡ s✐❣♥✐✜❡
♣❛s q✉✬✐❧ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛♠❡♥❡r à ❧❛ ❢♦✐s φ ❡t ψ à ✈r❛✐✳
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✻ ✿ ■♠❛❣✐♥♦♥s ✉♥ ❥❡✉ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❞❡✉① ❛❣❡♥ts ❆♥♥❡ ✭❆✮ ❡t ❇♦❜ ✭❇✮ ❞♦✐✈❡♥t ❥♦✉❡r
à t♦✉r ❞❡ rô❧❡ ❡t ♦♥t ❞❡✉① ❝❤♦✐① ♣♦ss✐❜❧❡s à ❝❤❛q✉❡ t♦✉r✳ ❆♥♥❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ à ❥♦✉❡r ❡t ❛♣rès q✉❡
❇♦❜ ❛✐t ❥♦✉é✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ✈r❛✐❡s ❡t ❞✬❛✉tr❡s ❢❛✉ss❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❄❄ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥
❞❡ ❝❡ ❥❡✉✳ ❆✐♥s✐ s✐ ❆♥♥❡ ❥♦✉❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❇♦❜ ❥♦✉❡ ❧✉✐ ❛✉ss✐ à ❣❛✉❝❤❡✱ ❧✬ét❛t ❞✉ ♠♦♥❞❡✱ ♥♦té o1
❛ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ p à ✈r❛✐✳ ❙✐ ❇♦❜ ❛✈❛✐t ♣❧✉tôt ❥♦✉é à ❞r♦✐t❡✱ ❞❛♥s o2✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s p ❡t q ❛✉r❛✐❡♥t été
✈r❛✐❡s t♦✉t❡s ❧❡s ❞❡✉① à ❧❛ ♣❧❛❝❡✳
◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧♦rsq✉✬❆♥♥❡ ❥♦✉❡ à ❣❛✉❝❤❡✱ ♣❡✉ ✐♠♣♦rt❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❇♦❜✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ p
s❡r❛ t♦✉❥♦✉rs ✈r❛✐❡✳ ❙✐ ❡❧❧❡ ❛✈❛✐t ❥♦✉é à ❞r♦✐t❡✱ ❝✬❡st ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ q q✉✐ ❛✉r❛✐t été t♦✉❥♦✉rs ✈r❛✐❡
❞❛♥s o3 ❡t o4✳ ❆✐♥s✐✱ ❆♥♥❡ ❛ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ r❡♥❞r❡ ✈r❛✐❡ s♦✐t p✱ s♦✐t q ♠❛✐s ♣❛s p ❡t q à ❧❛ ❢♦✐s
❝❛r ❇♦❜ ❛ t♦✉❥♦✉rs ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ r❡♥❞r❡ ✈r❛✐❡ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✳
❯♥ ❥♦✉❡✉r ❛ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❢♦r❝❡r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ s♦rt✐❡ s✐ ✉♥ ❥♦✉❡✉r ❛ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ q✉✐ ❣❛r❛♥t✐t
q✉❡ ❧❡ ❥❡✉ s❡ t❡r♠✐♥❡r❛ ❜✐❡♥ s✉r ❝❡t ét❛t✳ ❆✐♥s✐✱ ❆♥♥❡ ❛ ❞♦♥❝ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬❛♠❡♥❡r ❧❡s ét❛ts
{o1, o2} ♦✉✱ {o3, o4}✳
❉❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♣♦✉r ❛❣❡♥ts ❝♦❣♥✐t✐❢s ✺✸
❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✕ ❏❡✉ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ✭P❛❝✉✐t✱ ✷✵✶✼✮
P♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ M = (W,N , V ) ❛✈❡❝ W = S ∪ O✱ S = {s1, s2, s3} ❧❡s ét❛ts ❞✉
❥❡✉ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❆♥♥❡ ❡t ❇♦❜ ♣❡✉✈❡♥t ❥♦✉❡r ❡t O = {o1, o2, o3, o4} ❧❡s ét❛ts ❞✉ ❥❡✉ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s
❧❡ ❥❡✉ ❡st t❡r♠✐♥é✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥sM, s1 |= Abap s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ X ∈ N (s1) t❡❧ q✉❡
∀v ∈ X,M, v |= p✳ ❙✐ N (s1) = {{o1, o2}, {o3, o4}}✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs M, s1 |= Abap ❡t M, s1 |=
Abaq ❡t M, s1 |= Abap ∧Abaq✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t Aba(p ∧ q) ❡st ❢❛✉① ❞❛♥s s1✱ ✐✳❡✳ M, s1 6|= Aba(p ∧ q)✳
❆✐♥s✐✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ Abap ∧ Abaq ⇒ Aba(p ∧ q) ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s t♦✉t ❝❛❞r❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s
✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛❞r❡s ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s |φ|M = {v ∈ W : M, v |= φ} ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♠♦♥❞❡s ❞❡
W ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s φ ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ M✳ ▲♦rsq✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ ❛♠❜✐❣✉ïté✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s
s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ |φ|✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❞✉ ✷ s❡ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡M, w |= ✸φ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐✱ W \ |φ| 6∈ N (w)✳ P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té✱ ♥♦té❡ ✭❉✉❛❧✮✱ ❡st ♣rés❡r✈é❡ ♣❛r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té
❡♥tr❡ ❧❡ ✷ ❡t ❧❡ ✸✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ |= ✷φ ⇔ ¬✸¬φ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s t♦✉t ❝❛❞r❡ ❞❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦♣r✐étés s✉r |φ| ✭P❛❝✉✐t✱ ✷✵✶✼✮✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷ ✿ ❙♦✐❡♥t M = (W,N , V ) ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ♣♦✉r t♦✉t p ∈ L✷,✸✱ ❡t
φ ∈ L✷,✸✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ |φ| ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✶✳ |φ| = V (p) ❀
✷✳ |¬φ| =W \ |φ| ❀
✸✳ |φ ∧ ψ| = |φ| ∩ |ψ| ❀
✹✳ |✷φ| = mN (|φ|) ❛✈❡❝ mN : 2W → 2W ❡t t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
∀X ⊆ W : mN (X) = {v ∈ W : X ∈ N (v)}
✺✳ |✸φ| =W \mN (W \ |φ|)✳
■♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t✱ ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ✐ss✉❡s ❞❡ ✷✳✷✱ ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡
✭❉✉❛❧✮ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❛♥s t♦✉t ❝❛❞r❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸ ✿ P♦✉r t♦✉t ❝❛❞r❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ C✱
|=C ✷φ⇔ ¬✸¬φ (Dual)
✺✹ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✈✉❡s ♣❛r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s
❋♦r♠✉❧❡ Pr♦♣r✐été s✉r N
▼ ✷(φ ∧ ψ)→ ✷φ ∧✷ψ ∀w ∈ W : S ∈ N (w) ∧ S ⊆ T =⇒ T ∈ N (w)
❈ ✷φ ∧✷ψ → ✷(φ ∧ ψ) ∀w ∈ W : S ∈ N (w) ∧ T ∈ N (w) =⇒ S ∩ T ∈ N (w)
◆ ✷⊤ ∀w ∈ W :W ∈ N (w)
❚ ✷φ⇒ φ ∀w ∈ W : S ∈ N (w) =⇒ w ∈ S
❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳✷ ✕ Pr♦♣r✐étés s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
❉❛♥s t♦✉t ❝❛❞r❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ✉♥❡ ❛✉tr❡ rè❣❧❡ ♣rés❡r✈❡ t♦✉❥♦✉rs ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té✱ ♥♦té❡ ✭❘❊✮ ❡t
q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à é♥♦♥❝❡r q✉❡ s✐ ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ φ ⇔ ψ ❡st ✈❛❧✐❞❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r
✷φ⇔ ✷ψ ✭P❛❝✉✐t✱ ✷✵✶✼✮✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹ ✿ P♦✉r t♦✉t ❝❛❞r❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ C✱
❙✐ |=C φ⇔ ψ ❛❧♦rs |=C ✷φ⇔ ✷ψ (RE)
▲❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❢♦♥❞é s✉r ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡st ♥♦♠♠éE✳ ■❧ ❡st ❝♦♥st✐t✉é
❞❡s rè❣❧❡s ✿
✖ ✭❈P✮ ❧❡s t❛✉t♦❧♦❣✐❡s ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ❀
✖ ✭❉✉❛❧✮ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❞✉❛❧✐té ❀
✖ ✭▼P✮ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✉ ♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s ❀
✖ ✭❘❊✮ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳
❚♦✉t❡s ❧❡s rè❣❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ E ♣rés❡r✈❡♥t ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❡t s♦♥t ❞♦♥❝ ✈ér✐✜é❡s ❞❛♥s t♦✉t ❝❛❞r❡ ❞❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ✭❙✉❜✮ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❞✉✐t❡
❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ E✱ ♣❛r r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✳
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡ à r❡s♣❡❝t❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① s②stè♠❡s ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡s
❝♦rr❡❝ts✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❛✈❡❝ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① s②s✲
tè♠❡s ❧♦❣✐q✉❡s q✉✐ ♥❡ ♣♦✉✈❛✐❡♥t ❛❧♦rs êtr❡ ❞é✜♥✐❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡ st❛♥❞❛r❞✳ ❈❡rt❛✐♥❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s s✉r ❧❡s ❝❛❞r❡s ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧
❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ♥é❝❡ss✐t❛t✐♦♥ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t
❧❡s ❝❛❞r❡s t❡❧s q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ∀w ∈ W :W ∈ N (w) ❡st ✈ér✐✜é❡✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✱ ♥♦✉s r❡♠❛r✲
q✉♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s ♥♦r♠❛❧❡s✱ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❛♥s
❧❛q✉❡❧❧❡ |= ¬✷⊤ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t t♦✉t ❝❛❞r❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ t❡❧ q✉❡ ∀w ∈ W : W 6∈ N (w)
❡st ✈ér✐✜é❡✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡s ❝❛❞r❡s ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡❞é✜♥✐r ❧❡s s②stè♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❝♦♠♠❡
❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❑✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❛①✐♦♠❡s ❊❈▼◆
♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ s②stè♠❡ ❑✳ ▲❡s ❛✉tr❡s s②stè♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s
❝♦♠♠❡ ❙✺ ♣❡✉✈❡♥t ❡✉① ❛✉ss✐ êtr❡ r❡❞é✜♥✐s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛
❉❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♣♦✉r ❛❣❡♥ts ❝♦❣♥✐t✐❢s ✺✺
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡st ✉♥ ✜❧tr❡ ✷✱ ❛❧♦rs ✉♥ s②stè♠❡ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡ ❝♦rr❡❝t ❡t ❝♦♠♣❧❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❛✉ s②stè♠❡ ❙✺ ✭P❛❝✉✐t✱ ✷✵✶✼✮✳
❙é♠❛♥t✐q✉❡s ♠✉❧t✐✲♠♦❞❛❧❡s✱ t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❡t ❞②♥❛♠✐q✉❡s
■❧ ❡①✐st❡ ❡♥❝♦r❡ ❞✬❛✉tr❡s sé♠❛♥t✐q✉❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❛✉① ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s ♥♦r♠❛❧❡s ❡t ♥♦♥✲
♥♦r♠❛❧❡s ✿ ❧❡s sé♠❛♥t✐q✉❡s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t✱ ❧❡s sé♠❛♥t✐q✉❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♦✉ ❡♥❝♦r❡✱ ❧❡s sé♠❛♥✲
t✐q✉❡s ♠✉❧t✐✲♠♦❞❛❧❡s✳
❙é♠❛♥t✐q✉❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts P♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ t❡♠♣♦r❛❧✐té✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
❝♦♥s✐❞ér❡r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ R ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ét❛ts ❢✉t✉rs ❞✬✉♥ s②stè♠❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥
❛r❜r❡ ✭❇❧❛❝❦❜✉r♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✳ ❆✐♥s✐ ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡ ✓ t♦✉❥♦✉rs ✈r❛✐ ❞❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r ✔ à ♣❛rt✐r
❞✬✉♥ ♠♦♥❞❡ w✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r t♦✉s ❧❡s ét❛ts q✉✐ s✉❝❝è❞❡♥t w ❞❛♥s ❝❡t ❛r❜r❡✳ P♦✉r
❝❡ ❢❛✐r❡✱ s✐ C = (W,R) ❡st ✉♥ ❛r❜r❡✱ M = (W,R, V ) ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ❝❛❞r❡ C✱
w ∈ W ✉♥ ♠♦♥❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡t s✐ ❧❡ ✷ r❡♣rés❡♥t❡ ❝❡tt❡ ♠♦❞❛❧✐té ❞✉ ✓ t♦✉❥♦✉rs ✈r❛✐ ❞❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r ✔✱
❛❧♦rs ❝❡tt❡ ♠♦❞❛❧✐té ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥t❡r sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿
M, w |= ✷φ ss✐ ∀v ∈ W, wR+v :M, v |= φ✱ ❛✈❡❝ R+ ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❞❡ R
❙✐ ❝❡tt❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝r✐r❡✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡
❛✉❝✉♥ ♠♦❞è❧❡ é✈é♥❡♠❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ♣❡r❧♦❝✉t♦✐r❡ ❞✬✉♥ ❛❝t❡ ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡
s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❞❡s ❛❣❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞✬❛✣r♠❡r q✉❡ ✓ ❞❡♠❛✐♥
✐❧ ✈❛ ② ❛✈♦✐r ❣rè✈❡ à ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ✔✳
❙é♠❛♥t✐q✉❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s P♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡s ❛❝t✐♦♥s s✉r ❧❡s ét❛ts ❢✉t✉rs
❞✉ s②stè♠❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞✐t❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✐♥✲
té❣r❡r ❞❛♥s ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ é✈é♥❡♠❡♥t✐❡❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s
❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✭❱❛♥ ❉✐t♠❛rs❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳ ▲❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞❡s ❛♥♥♦♥❝❡s ♣✉❜❧✐q✉❡s
s♦♥t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ sé♠❛♥t✐q✉❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s✱ ❧❡✉r ❧❛♥❣❛❣❡ LPAL ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té ✷ r❡✲
♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❛ ❧❡ttr❡ K ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t s❛❝❤❡ ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ φ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✈r❛✐❡
❡t ✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té ♣♦✉r ❧✬❛♥♥♦♥❝❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ [φ!]✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❧❡ttr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡
p ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ LPAL✱ ❝❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❡st ❣é♥éré ♣❛r ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ ✿
φ ::= p|φ1 ∧ φ2|¬φ|⊤|⊥|Kφ|[φ1!]φ2
❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ [ψ!]φ ❡st ❧✉❡ ❝♦♠♠❡ ✓ ❛♣rès ❧✬❛♥♥♦♥❝❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ ❞❡ ψ✱ φ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✈r❛✐❡ ✔✳
❙✐ M = (W,R, V ) ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡✱ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ [ψ!]φ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✷✳ P♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s W✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ N :W → 22
W
❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✜❧tr❡ s✉r W
s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ❧❡s tr♦✐s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t r❡s♣❡❝té❡s ✿
✶✳ ∀w ∈ W, ∀S, V ⊆ W, V ⊆ S, V ∈ N (w)⇒ S ∈ N (w) ❀
✷✳ ∀w ∈ W, ∀S, V ⊆ W, S, V ∈ N (w)⇒ S ∩ V ∈ N (w) ❀
✸✳ ∀w ∈ W, ∅ 6∈ N (w)✳
✺✻ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✈✉❡s ♣❛r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s
M, w |= [ψ!]φ ss✐✱ s✐ M, w |= ψ ❛❧♦rs Mψ, w |= φ
❛✈❡❝ Mψ = (Wψ,Rψ, V ψ) ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡ t❡❧ q✉❡ ✿
✖ Wψ = |ψ|M
✖ Rψ = R∩ (Wψ ×Wψ)
✖ V ψ = V|Wψ
▲❡ ♠♦❞è❧❡ Mψ r❡♣rés❡♥t❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡ ❛♣rès ❧✬❛♥♥♦♥❝❡ ❞❡ ψ✳
●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉① ♠✉❧t✐✲♠♦❞❛❧ ❡t r❡❧❛t✐♦♥s n✲❛✐r❡s ❏✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❝♦♥s✐✲
❞éré ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♠♦❞❛❧❡ q✉✐ s❡ ♣❧❛ç❛✐❡♥t ❞✉ ♣♦✐♥t ❞✬✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❛❣❡♥t r❛✐s♦♥♥❛♥t✳ ❯♥❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥té❣r❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠♦❞❛❧✐tés ♣r♦♣r❡s ❛✉①
❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ❞✉ s②stè♠❡ ✭❋❛❣✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥ ❛❣❡♥t ♣❡✉t r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s
♦✉ ❝r♦②❛♥❝❡s ❞❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡ ❡st ❛❧♦rs ét❡♥❞✉ à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s
❜✐♥❛✐r❡s ✿
M = (W,R1, . . . ,Rn, V )
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t i ∈ N ❞✉ s②stè♠❡✱ ♥✉♠ér♦té ❞❡ 1 à n✱ ♦♥ ❧✉✐ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❛❝❝❡s✲
s✐❜✐❧✐té Ri ❡t ✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té ✷i ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ♠♦❞❛❧✳
P✉✐sq✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦❞❛✉① s♦♥t ❞é✜♥✐s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❞✬❛r✐té ✶✱ ✐❧ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦❞❛✉① ❞✬❛r✐té q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✭❇❧❛❝❦❜✉r♥
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✳ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r ✷ ❞✬❛r✐té m ❡st ❛❧♦rs r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ∇ ❡t ❡st ❞é✜♥✐ ♣♦✉r
✉♥ ♠♦❞è❧❡ M = (W,R∇, V ) ♦ù R∇ ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ (m + 1)✲❛✐r❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ∀w ∈ W ♠♦♥❞❡
♣♦ss✐❜❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿
M, w |= ∇(φ1, . . . , φm) ss✐ ∀v1, . . . , vm ∈ W, wR∇v1, . . . , vm : ∀i ∈ [|1,m|]M, vi |= φi
▲❡ ❞✉❛❧ ❞❡ ∇ ❡st ❛❧♦rs ♥♦té △ ❡t ❡st ❞é✜♥✐ t❡❧ q✉❡ ✿
M, w |= △(φ1, . . . , φm) ss✐ ∃v1, . . . , vm ∈ W, wR∇v1, . . . , vm : ∀i ∈ [|1,m|]M, vi |= φi
❚♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s ♥♦r♠❛❧❡s
s♦♥t ❛❧♦rs ❣é♥ér❛❧✐s❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦❞❛✉① ❞✬❛r✐té n✱ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡s
❡①t❡♥s✐♦♥s ❡①✐st❡♥t ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s ♥♦♥✲♥♦r♠❛❧❡s ✭P❛❝✉✐t✱ ✷✵✶✼✮✳
✷✳✶✳✸ ▲❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s ♣♦✉r ❛❣❡♥ts ❝♦❣♥✐t✐❢s
❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s q✉✐ ❡①♣r✐♠❡♥t ❝❡rt❛✐♥s ét❛ts
♠❡♥t❛✉① ❞❡s ❛❣❡♥ts ❝♦❣♥✐t✐❢s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱ ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s✱ ❧❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s ❡t ❧❡s é♠♦t✐♦♥s
t❡❧s q✉✬✐❧s ♦♥t été ♣rés❡♥tés ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
♣❡✉✈❡♥t r❡♣♦s❡r s✉r ❧❡s ♥♦r♠❡s ❞✬✉♥ s②stè♠❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞é♦♥t✐q✉❡s q✉✐ s♦♥t
❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s ❡①♣r✐♠❛♥t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞✬♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ ♣❡r♠✐ss✐♦♥s✳
❉❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♣♦✉r ❛❣❡♥ts ❝♦❣♥✐t✐❢s ✺✼
▲♦❣✐q✉❡s ❞♦①❛st✐q✉❡s ❡t é♣✐sté♠✐q✉❡s
▲❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s ❞é❞✐é❡s à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡t ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❞❡s ❛❣❡♥ts
s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✿ ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s é♣✐sté♠✐q✉❡s ❡t ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞♦①❛st✐q✉❡s✳
▲♦❣✐q✉❡s é♣✐sté♠✐q✉❡s ▲❡s ❧♦❣✐q✉❡s é♣✐sté♠✐q✉❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ q✉✬✉♥
❛❣❡♥t ♣♦ssè❞❡ s✉r s♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♦✉ s✉r ❝❡ q✉❡ s❛✈❡♥t ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé
♣❡✉t s❡ ré❢ér❡r à ✭❋❛❣✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮✳ ▲❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t i ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❛ ♠♦❞❛❧✐té
Ki ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ LEL ✿
φ ::= p|φ1 ∧ φ2|¬φ|⊤|⊥|Kiφ
❙♦✉✈❡♥t✱ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠♦❞❛❧✐té ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐s❝❡r♥❛❜✐❧✐té Ki ❛ss♦❝✐é❡ à Ki ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✭✐✳❡✳ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥
tr❛♥s✐t✐✈❡✱ ré✢❡①✐✈❡ ❡t s②♠étr✐q✉❡✮✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡ ❙✺ q✉✐ ❡st
❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ❛①✐♦♠❡s ❑✱ ❚✱ ✹ ❡t ✺ ❛✈❡❝ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✉ ♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s✱ ❞❡ ❧❛ ♥é❝❡ss✐t❛t✐♦♥✱ ❧❛ s✉❜✲
st✐t✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡t t♦✉t❡s ❧❡s t❛✉t♦❧♦❣✐❡s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❞é✜♥✐t ♣♦✉r ❧❡s
❧♦❣✐q✉❡s é♣✐sté♠✐q✉❡s ❡st ✉♥ ◆✲✉♣❧❡t M = (W, {Ki}i∈N , V } t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N ✱ Ki ❡st ✉♥❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳
▲❡s ❧♦❣✐q✉❡s é♣✐sté♠✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✉ss✐ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❣é♥é✲
r❛❧❡s✱ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❝♦♠♠✉♥❡s✱ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♣❛rt❛❣é❡s✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡✱ ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥♥❛✐s✲
s❛♥❝❡s ❞✐str✐❜✉é❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❣é♥ér❛❧❡ s❡ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ✿
Gφ :=
∧
i∈N
Kiφ
▲❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❝♦♠♠✉♥❡ s❡ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ ✿
Cφ :=
∧
n∈N∗
Gnφ = Gφ ∧GGφ ∧ . . . ∧G . . .Gφ
▲❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✐str✐❜✉é❡ ❞❛♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛❣❡♥ts G ⊆ N s❡ ❞é✜♥✐t q✉❛♥t✲à✲❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡
♣ré❞✐❝❛t✱ ♥♦té DGφ✱ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞❡s ❛❣❡♥ts ❞✉ ❣r♦✉♣❡
G✳ ❚♦✉t❡s ❝❡s ♥♦t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs êtr❡ ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ M t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ♠♦♥❞❡
w ∈ W✱ ♣♦✉r t♦✉t ❛❣❡♥t i ∈ N ❡t ♣♦✉r t♦✉t ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛❣❡♥ts G ⊆ N ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿
✶✳ M, w |= Kiφ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ∀v ∈ Ki(w),M, v |= φ ❀
✷✳ M, w |= CGφ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ∀v ∈ (
⋃
i∈G
Ki(w))
+,M, v |= φ✱
❛✈❡❝ (
⋃
i∈G
Ki(w))
+ ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s {Ki}i∈G ❀
✸✳ M, w |= DGφ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ∀v ∈
⋂
i∈G
Ki(w),M, v |= φ✳
❯♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s é♣✐sté♠✐q✉❡s ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥té❣r❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱
♥♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❛❧♦rs ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡s é♣✐sté♠✐q✉❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s✳ ❉❡ t❡❧❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s s♦♥t ❝♦♥st✐t✉é❡s ❞✬✉♥
♠♦❞è❧❡ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❛✈❡❝ ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❛❣❡♥ts ✈♦♥t ❛❝t✉❛❧✐s❡r
❧❡✉rs ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ✭❱❛♥ ❉✐t♠❛rs❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳ ❈❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♣♦ssè❞❡♥t tr♦✐s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✿
✺✽ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✈✉❡s ♣❛r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s
❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✕ ▼♦❞è❧❡ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞❡s ❡♥❢❛♥ts s❛❧❡s
✶✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡ ♠✉❧t✐✲♠♦❞❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ é♣✐sté♠✐q✉❡ M = (W,K1, . . .K|N |, V )
❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❛❣❡♥ts ❀
✷✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ é✈é♥❡♠❡♥t✐❡❧ E = (Wα,Kα1 , . . .K
α
|N |, I
α} ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧❡s é✈é♥❡✲
♠❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t ✐♥✢✉❡r s✉r ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞❡s ❛❣❡♥ts ♦ù Wα r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥
✈✐❞❡ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N ✱ Kαi ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s
é✈é♥❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❡t Iα :Wα → EEL ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡t ❛ss✐❣♥❡
à ❝❤❛q✉❡ é✈é♥❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ LEL ❀
✸✳ ❯♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ M
❡t ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s E ✱ ❡t r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞❡s ❛❣❡♥ts ❛♣rès
❧✬❡①é❝✉t✐♦♥s ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ■❧ s❡ ❞é✜♥✐t ♣❛r M⊗E = {W⊗, K⊗1 , . . . , K
⊗
|N|, I
⊗}
❛✈❡❝ ✿
✖ W⊗ = {(v, f) ∈ W ×Wα :M, v |= Iα(f)}
✖ ∀(v, f) ∈ W⊗, ∀i ∈ N , K⊗i (v, f) = {(u, g) ∈ W
⊗ : u ∈ Ki(v), g ∈ K
α
i (f)}
✖ ∀(v, f) ∈ W⊗ : VW
⊗
(v, f) = V (v)
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✼ ✿ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❡♥❢❛♥ts s❛❧❡s ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡✱ ❞❡✉①
❡♥❢❛♥ts ❢❛❝❡ à ❧❡✉r ♣èr❡ ♥❡ s❛✈❡♥t ♣❛s s✬✐❧s s♦♥t s❛❧❡s ❡✉①✲♠ê♠❡s ♠❛✐s ♣❡✉✈❡♥t s❛✈♦✐r s✐ ❧✬❛✉tr❡
❡♥❢❛♥t ❧✬❡st ✭❱❛♥ ❉✐t♠❛rs❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s s1 ❡t s2 ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡s ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬❡♥❢❛♥t 1 ❡st s❛❧❡ ❡t q✉❡ ❧✬❡♥❢❛♥t 2 ❡st s❛❧❡✳ ❈❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥
❡st ❛❧♦rs r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡M ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱
♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s q✉❛tr❡ ♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s W = {w1, w2, w3, w4} ✿
✖ ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❞❡✉① ❡♥❢❛♥ts s♦♥t s❛❧❡s w1 : s1, s2
✖ ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s❡✉❧ ❧✬❡♥❢❛♥t 1 ❡st s❛❧❡ w2 : s1
✖ ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s❡✉❧ ❧✬❡♥❢❛♥t 2 ❡st s❛❧❡ w3 : s2
✖ ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❛✉❝✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ❡♥❢❛♥ts ♥✬❡st s❛❧❡ w4 : ∅
❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡s ❡♥❢❛♥ts✱ ❝❤❛❝✉♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡s ♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s
❧✉✐✲♠ê♠❡ ❡st s❛❧❡ ❞✉ ♠♦♥❞❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s K1 =
{(w1, w1), (w1, w3), (w3, w3), (w3, w1), (w4, w2), (w2, w4), (w2, w2), (w4, w4)}✱ K2 = {(w1, w1),
(w1, w2), (w2, w2), (w2, w1), (w4, w3), (w3, w4), (w3, w3), (w4, w4)}✳
❉❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♣♦✉r ❛❣❡♥ts ❝♦❣♥✐t✐❢s ✺✾
➚ ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❛❥♦✉t♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ é✈é♥❡♠❡♥t✐❡❧❧❡ E ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♣èr❡ ❛♥♥♦♥❝❡
✉♥✐q✉❡♠❡♥t à 1 q✉✬✐❧ ❡st s❛❧❡ s❛♥s ♠ê♠❡ q✉❡ ❧✬❡♥❢❛♥t 2 ♥❡ ❞✐st✐♥❣✉❡ q✉♦✐q✉❡ ❝❡ s♦✐t✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡
❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✺✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡✱ ❛♣rès ❧✬❛♥♥♦♥❝❡ ❞✉ ♣èr❡✱ ❧✬❡♥❢❛♥t
1 s❛✐t q✉✬✐❧ ❡st s❛❧❡ ♠❛✐s ❧✬❡♥❢❛♥t 2 ♥❡ r❡♠❛rq✉❡ r✐❡♥✳ ▲❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s Wα = {e1, e2}
s♦♥t ❛❧♦rs ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿ t♦✉s ❧❡s ♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s 1 ❡st s❛❧❡✱ ❧✬❡♥❢❛♥t 1 ♥❡ ♣❡✉t
❛❧♦rs q✉❡ ❞✐s❝❡r♥❡r e1 ❀ t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s r❡st❡♥t ✐♥❝❤❛♥❣és ♣♦✉r ❧❡s ❡♥❢❛♥ts ❞❛♥s
❧✬é✈é♥❡♠❡♥t e2✳ ▲✬❡♥❢❛♥t 1 ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❞✐s❝❡r♥❡r ✉♥ ❛✉tr❡ é✈é♥❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ e1 ❛❧♦rs q✉❡
♣♦✉r ❧✬❡♥❢❛♥t 2✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥✬❛ r✐❡♥ r❡♠❛rq✉é✱ ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ❞✐s❝❡r♥❡r ✉♥ ❛✉tr❡ é✈é♥❡♠❡♥t q✉❡
e2 ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ✐♥❝❤❛♥❣és✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✺ ❧❡s
r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ é✈é♥❡♠❡♥ts s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r Kα1 = {(e1, e1), (e2, e2)} ❡t K
α
j = {(e1, e2), (e2, e2)}✳
P♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❝❡t é✈é♥❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs Iα = {(e1, s1), (e2,⊤)}✳
Iα(e2) = ⊤ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ e2 ❝♦♥❝❡r♥❡ t♦✉s ❧❡s ♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ W✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ✕ ▼♦❞è❧❡ é✈é♥❡♠❡♥t✐❡❧
❆♣rès ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ♣r♦❞✉✐t✱ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t M⊗ = M⊗ E ♥♦✉s ❞♦♥♥❡
❛❧♦rs ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ✐❧❧✉stré ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✻✳ ❉❛♥s ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦ù ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t e1 s✬❡st
♣r♦❞✉✐t✱ ❧✬❡♥❢❛♥t 1 s❛✐t q✉✬✐❧ ❡st s❛❧❡✱ ❧✬❡♥❢❛♥t 2 ♥❡ s❛✐t ♣❛s q✉✬✉♥ t❡❧ é✈é♥❡♠❡♥t s✬❡st ♣r♦❞✉✐t✳ ▲❡
♠♦❞è❧❡ ♥♦✉s ❞é❝r✐t ❛❧♦rs ❧❡s é❧é♠❡♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿
✖ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡sW⊗ = {(w1, e1), (w2, e1), (w1, e2), (w2, e2), (w3, e2), (w4, e2)} ❀
✖ K⊗1 = {((w1, e1), (w1, e1)); ((w2, e1), (w2, e1)); ((w1, e2), (w1, e2)); . . .} ❀
✖ K⊗2 = {((w1, e1), (w1, e2)); ((w1, e1), (w2, e2)); ((w2, e1), (w1, e2)); ((w2, e1), (w2, e2));
((w1, e2), (w1, e2)); . . .} ❀
✖ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❞❡s ♠♦♥❞❡s w1, w2, w3, ❡t w4✳
▲♦❣✐q✉❡s ❞♦①❛st✐q✉❡s ▲❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞♦①❛st✐q✉❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ✈✐❛ ✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té
Bi ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ❛❣❡♥t i ✭❍✐♥t✐❦❦❛✱ ✶✾✻✺✮✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❧♦❣✐q✉❡s é♣✐sté♠✐q✉❡s✱ ❧❡s ♠♦❞❛❧✐tés
❞♦①❛st✐q✉❡s ♥❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t ♣❧✉s ❧❛ ✈ér✐té q✉❡ ❝♦♥♥❛ît ✉♥ ❛❣❡♥t ♠❛✐s ❝❡ q✉✬✐❧ ♣❡♥s❡ ❝♦♠♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡
s❛♥s ❡♥ êtr❡ ❝❡rt❛✐♥✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞❡ ✈ér✐té (T ) ❡st ❛tté♥✉é ❞❛♥s ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞♦①❛st✐q✉❡s✳ ❯♥
s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ très s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❡st ❧❡ s②stè♠❡ ❑❉✹✺ ♦ù ❧❡s
❝r♦②❛♥❝❡s s♦♥t ✐♥tr♦s♣❡❝t✐✈❡s✳
❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❞♦①❛st✐q✉❡ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡ ♠✉❧t✐✲♠♦❞❛❧ M = (W, {Bi}i∈N , V )
❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❛❣❡♥ts ❛✈❡❝ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N ✱ Bi ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ sér✐❡❧❧❡✱
tr❛♥s✐t✐✈❡ ❡t ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❞♦①❛st✐q✉❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣♦✐♥té ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (M, U) ♦ù U ⊆ W✳
✻✵ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✈✉❡s ♣❛r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s
❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ ✕ ▼♦❞è❧❡ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞❡s ❡♥❢❛♥ts ❛♣rès ❧✬❛♥♥♦♥❝❡ ❞✉ ♣èr❡
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ Bi ♥♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s
i
→✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s M ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞♦①❛st✐q✉❡s
♠✉❧t✐♣❧❡ ♣♦✐♥tés✳
❉❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉① ❧♦❣✐q✉❡s é♣✐sté♠✐q✉❡s✱ ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞♦①❛st✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ét❡♥❞✉❡s
❛✉① ❧♦❣✐q✉❡s ❞♦①❛st✐q✉❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛❝t✐♦♥ q✉✐ ❡st
✉♥ ♠♦❞è❧❡ é✈é♥❡♠❡♥t✐❡❧ A = (Wα, {Bαi }i∈N , I
α, Pα) ❡t ❞é❝r✐t ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts
♣❡✉✈❡♥t ✐♥✢✉❡r s✉r ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❞❡s ❛❣❡♥ts✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ Wα r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡
❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s ♦✉ ❞✬❛❝t✐♦♥s✳ P♦✉r t♦✉t ❛❣❡♥t i ∈ N ✱ Bαi ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té
❡♥tr❡ ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts q✉✐ ❡st tr❛♥s✐t✐✈❡✱ sér✐❡❧❧❡ ❡t ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Iα : Wα → LB ❡st
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉✐ ❛ss✐❣♥❡ à ❝❤❛q✉❡ é✈é♥❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ LB✳ ❊♥✜♥✱
Pα :Wα → SubLB ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ é✈é♥❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ q✉✐
r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡s ❛❝t✐♦♥s s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ♣♦st❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ SubLB r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ LB✳ ❙✐ A(LB) =
{p1, . . . , pn} ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ LB✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ SubLB s♦♥t ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
{p1 7→ σ1, . . . , pn 7→ σn|σ1, . . . , σn ∈ LB}
◆♦✉s ♥♦t♦♥s A ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✬❛❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣♦✐♥tés ❡t ✜♥✐s ❡t LB ❡st ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡
q✉✐ ♣♦✉r t♦✉t ❛❣❡♥t i ∈ N ✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ p ∈ A(LB) ❡t ♣♦✉r t♦✉t ♠♦❞è❧❡
❞✬❛❝t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣♦✐♥tés (A, S) ∈ A ❛✈❡❝ S ⊆ Wα ✿
φ ::= p|φ1 ∧ φ2|¬φ|⊤|⊥|[α]φ|[A,S]φ
α ::= i|?α|α1;α2|α1 ∪ α2|α
∗
❙②♥t❛①✐q✉❡♠❡♥t✱ [A,S]φ ❡①♣r✐♠❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ φ ❡st ✈r❛✐❡ ❛♣rès ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❞✬❛❝t✐♦♥ A ❛✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ❞❡ S ⊆ Wα✳ ◆♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
❛❣❡♥t i ∈ N ✱ [i]φ
△
= Biφ ❡t [(
⋃
i∈N
i)∗]φ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡s ❝♦♠♠✉♥❡s✳ ▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s
s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s ✿
✖ ∀i ∈ N : i→= Bi
✖ ?φ := {(w,w)|M, w |= φ}
❉❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♣♦✉r ❛❣❡♥ts ❝♦❣♥✐t✐❢s ✻✶
✖ α1;α2 := {(x, y)|∃z(x
α1→ z) ∧ (z
α2→ y)}
✖ α1∪α2→ =α1→ ∪ α2→
✖ α
∗
→ ❡st ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ ré✢❡①✐✈❡ ❞❡ α→
▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ⊗ : M × A → M t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉t ♠♦❞è❧❡ ❞♦①❛st✐q✉❡ M = (W, {Bi}i∈N , V ) ♣♦✐♥té s✉r U ⊆ W ❡t ♣♦✉r t♦✉t ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛❝t✐♦♥
A = (Wα, {Bαi }i∈N , I
α, Pα) ♣♦✐♥té s✉r S ⊆ Wα✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿ (M, U)⊗(A, S) = ((W⊗, {B⊗i }i∈N ,
V ⊗), U⊗) ♦ù ✿
✖ W⊗ = {(v, f) ∈ W ×Wα :M, v |= Iα(f)}
✖ ∀(v, f) ∈ W⊗, ∀i ∈ N ,
B⊗i (v, f) = {(u, g) ∈ W
⊗ : u ∈ Bi(v), g ∈ B
α
i (f)}
✖ ∀(v, f) ∈ W⊗ : V ⊗(v, f) = {p ∈ A(LB)|M, w |= P (s)(p)}
✖ U⊗ := {(v, f)|v ∈ U, f ∈ S, (v, f) ∈ W⊗}
▲✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
✶✳ M, w |= [α]φ ss✐ ∀v ∈ W : w α→ v,M, v |= φ
✷✳ M, w |= [A, S]φ ss✐ (W⊗, {B⊗i }i∈N , V
⊗), (w, s) |= φ ♣♦✉r t♦✉t (w, s) ∈ U⊗ ❡t ((W⊗,
{B⊗i }i∈N , V
⊗), U⊗) = (M, {w})⊗ (A, S)
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✽ ✿ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✼ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥ ❛❣❡♥t a ✭❛❝❝✉sé✮ s❛✐t ✉♥❡
❝❡rt❛✐♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ p ✭✐✳❡✳ a ❝r♦✐t p ❡t p ❡st ✈r❛✐❡✮✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ p :=✓ ❧✬❛❝❝✉sé a ét❛✐t ❜✐❡♥ s✉r ❧❛
s❝è♥❡ ❞❡ ❝r✐♠❡ ✔ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts b ❡t c ♥❡ s❛✈❡♥t ♣❛s s✐ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ p ❡st ✈r❛✐❡
✐✳❡✳ ¬B{b,c}p ∧ ¬B{b,c}¬p ❛✈❡❝ B{b,c}φ
△
= Bbφ ∨ Bcφ✳ ▲❡ ♥÷✉❞ ❣r✐s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ ♠♦♥❞❡
❛❝t✉❡❧ ✭♠♦♥❞❡ (0)✮ ✱ ✐✳❡✳ ❧✬❛❝❝✉sé ét❛✐t ❜✐❡♥ s✉r ❧❛ s❝è♥❡ ❞❡ ❝r✐♠❡✳ ▲✬❛❝❝✉sé ♣❛r✈✐❡♥t à ❢❛✐t ❝r♦✐r❡
❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✐♥té ❞♦①❛st✐q✉❡ (M, {(0)}) ✭❱❛♥ ❉✐t♠❛rs❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮
❛✉① ❛❣❡♥ts b ❡t c q✉✬✐❧ ♥✬ét❛✐t ♣❛s s✉r ❧❛ s❝è♥❡ ❞❡ ❝r✐♠❡✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ é✈é♥❡♠❡♥t✐❡❧ ❛ss♦❝✐é à ❝❡tt❡
s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✽✳ ▲✬é✈é♥❡♠❡♥t ❛❝t✉❡❧ ❡♥ ❣r✐s [0]✱ ❡st ❞♦♥❝ ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ❧❡
❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❛❣❡♥ts b ❡t c ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❞✐s❝❡r♥❡r q✉❡ ❞❡s ♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ♦ù ¬p ❡st ✈r❛✐❡✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✽ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✐♥té é✈é♥❡♠❡♥t✐❡❧ (A, {[0]}) ✭❱❛♥ ❉✐t♠❛rs❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮
✻✷ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✈✉❡s ♣❛r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♠✐s à ❥♦✉r ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❞❡s ❛❣❡♥ts ❡st ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✾ ✿ ❧✬❛❣❡♥t a ❡st ❧❡
s❡✉❧ à ❝r♦✐r❡ q✉❡ p ❡st ✈r❛✐❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts b ❡t c ♣❡♥s❡♥t ❧❡ ❝♦♥tr❛✐r❡✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✾ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ✓ ♣r♦❞✉❝t ✉♣❞❛t❡ ✔ s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♣♦✐♥tés (M, {(0)})⊗ (A, {[0]}) =
(M⊗, {((0), [0])}) ✭❱❛♥ ❉✐t♠❛rs❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮
❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❡♥tr❡ ❧♦❣✐q✉❡s é♣✐sté♠✐q✉❡s ❡t ❧♦❣✐q✉❡s ❞♦①❛st✐q✉❡s ▲❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞♦①❛s✲
t✐q✉❡s ❡t ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s é♣✐sté♠✐q✉❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡①❝❧✉s✐✈❡s ❡t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♠❜✐♥é❡s
❡♥s❡♠❜❧❡✳ ✭❙t❛❧♥❛❦❡r✱ ✷✵✵✻✮ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ q✉✐ ✐♥❝❧✉t ✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té Ki ❡t ✉♥❡ ♠♦❞❛✲
❧✐té Bi ♣♦✉r ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❞❡s ❛❣❡♥ts✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ M = (W, {Ki}i∈N , {Bi}i∈N , V ) ❡st ❝♦♥st✐t✉é✱
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t i ∈ N ✱ ❞✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ Ki ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞❛❧✐té ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
Ki ❡t ❞✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ sér✐❡❧❧❡✱ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❡t ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ Bi ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞❛❧✐té ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ Bi✳ ■❧
♠♦♥tr❡ q✉❡ ❞❡s ❧✐❡♥s ❧♦❣✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥str✉✐ts ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ♠♦❞❛❧✐tés✳ ❆✐♥s✐ ♣♦✉r t♦✉t
❛❣❡♥t i ∈ N ❡t ♣♦✉r t♦✉t w ∈ W ✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ M ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ❡t
❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞♦✐t êtr❡ t❡❧ q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✈ér✐✜é❡s ✿
✖ Bi(w) ⊆ Ki(w)✱ ✉♥ ❛❣❡♥t ❝r♦✐t ❝❡ q✉✬✐❧ s❛✐t ❀
✖ ∀v, u ∈ W : wKiu ∧ uBiv ⇒ wKiv✱ ✉♥ ❛❣❡♥t s❛✐t q✉✬✐❧ ❝r♦✐t ❀
✖ ∀v, u ∈ W : wKiu ∧ wBiv ⇒ uKiv✱ ✉♥ ❛❣❡♥t s❛✐t q✉✬✐❧ ♥❡ ❝r♦✐t ♣❛s✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✵ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❛①✐♦♠❡s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ✭❙t❛❧♥❛❦❡r✱ ✷✵✵✻✮✳
(❑❉✹✺B) ⊢ φ✱ ♣♦✉r t♦✉t t❤é♦rè♠❡ φ ❞❡ ❑❉✹✺ ♣♦✉r Bi
(❚K) ⊢ Kiφ⇒ φ
(✹BK) ⊢ Biφ⇒ KiBiφ
(✺BK) ⊢ ¬Biφ⇒ Ki¬Biφ
(❇❑) ⊢ Kiφ⇒ Biφ
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵ ✕ ❙②stè♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❡t ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ✭❙t❛❧♥❛❦❡r✱ ✷✵✵✻✮
❯♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ❢♦rt❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ❛❥♦✉té❡ à ❝❡ s②stè♠❡ s✐❣♥✐✜❛♥t q✉❡ s✐ ✉♥
❛❣❡♥t ❝r♦✐t ❛❧♦rs ✐❧ ❝r♦✐t q✉✬✐❧ s❛✐t✳
∀u, v ∈ W : wBiu ∧ uKiv ⇒ wBiv
❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s❡ tr❛❞✉✐t ❝♦♠♠❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ✿
⊢ Biφ⇒ BiKiφ
❉❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♣♦✉r ❛❣❡♥ts ❝♦❣♥✐t✐❢s ✻✸
▲♦❣✐q✉❡s ❞✬❛❝t✐♦♥s
▲❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞✬❛❝t✐♦♥s ❡①♣r✐♠❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞❡s ❛❣❡♥ts✳ ❙✐ ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s é♣✐sté✲
♠✐q✉❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❡t ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞♦①❛st✐q✉❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❛❝t✐♦♥s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ❡t ❡♥ ❡①♣r✐♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s s✉r ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❡t ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞❡s ❛❣❡♥ts✱ ✐❧
❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡♥t✐♦♥s ✭❙❡❣❡r❜❡r❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ✭❍❛r❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮ ❡t ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ✭Pr✐♦r✱ ✶✾✻✼✮
❝♦♠♠❡ ❆▲❳ ✭❍✉❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻✮✱ ❈❚▲ ✭❊♠❡rs♦♥ ❛♥❞ ❍❛❧♣❡r♥✱ ✶✾✽✻✮ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❆❚▲ ✭❆❧✉r
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥ q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ♣❡✉t ❡✛❡❝t✉❡r s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳
✭●✐♦r❞❛♥♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❝t✐♦♥ q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ♣❡✉t ❡✛❡❝t✉❡r✳
❉❛♥s ❞❡ t❡❧s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s✱ ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛✈❡❝ s❛ s♦rt✐❡ ❡t
❡①♣r✐♠❡ ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❡tt❡ s♦rt✐❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥✱
✐❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ✉♥ ❛❣❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱
♠❛✐s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐✱ ❞❡✉① ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡s ❞✬❛❝t✐♦♥ ♥♦✉s
✐♥tér❡ss❡♥t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✿ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❙❚■❚ ✭❇❡❧♥❛♣ ❛♥❞ P❡r❧♦✛✱ ✶✾✽✽❀ ❇❛❧❜✐❛♥✐ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✽❀ ▲♦r✐♥✐ ❛♥❞ ❙❛rt♦r✱ ✷✵✶✻✮ ❡t ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❇■❆❚ ✭❙❛♥t♦s ❛♥❞ ❈❛r♠♦✱ ✶✾✾✻❀ Pör♥✱ ✷✵✶✷❀
❚r♦q✉❛r❞✱ ✷✵✶✹✮✳
❈❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s r❡♣rés❡♥t❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❛❜str❛✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛ss✉r❡r q✉❡
q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ❡st ré❛❧✐sé✳ ❈❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❙❚■❚ ❡t ❇■❆❚ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❞♦♥❝ ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❧❡
❢r✉✐t ❞❡ ❧❡✉rs ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❇■❆❚ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té Ei q✉✐ s✐❣♥✐✜❡
q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t i ❛♠è♥❡ à ❝❡ q✉❡ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ s♦✐t ✈r❛✐❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❙❚■❚ r❡♣rés❡♥t❡♥t
✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té [stit]i q✉✐ ❞é❝r✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t i ✈❡✐❧❧❡ à ❝❡ q✉❡ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ s♦✐t ✈r❛✐❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡
❝❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s s♦✐❡♥t s♦✉✈❡♥t ❝♦♥❢♦♥❞✉❡s✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s rés✐❞❡ ❞❛♥s
❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞❛❧✐tés✳ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❙❚■❚ ❡①♣r✐♠❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t s✬❛ss✉r❡
q✉❡ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ❡st ré❛❧✐sé ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥ ❝❤♦✐① ❡t ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣♦r❛❧✐té✳ ❆❧♦rs
q✉❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❇■❆❚ s♦♥t ❧✐❜éré❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣♦r❛❧✐té ❡t ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❞❛♥s s❛ ❢♦r♠❡
❧❛ ♣❧✉s ❛❜str❛✐t❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞✬❛♠❡♥❡r q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ à ✈r❛✐✳
▲♦❣✐q✉❡s ❇■❆❚ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❇■❆❚ ✭❏♦♥❡s ❛♥❞ ❙❡r❣♦t✱
✶✾✾✻❀ ❊❧❣❡s❡♠✱ ✶✾✾✼❀ ❈❛r♠♦ ❛♥❞ P❛❝❤❡❝♦✱ ✷✵✵✵❀ P❛✉❧②✱ ✷✵✵✷❀ ❚r♦q✉❛r❞✱ ✷✵✶✹✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
✭❚r♦q✉❛r❞✱ ✷✵✶✹✮ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡ ❝♦♠♠✉♥❡ à t♦✉t❡s ❝❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❡t ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❛✉①
❣r♦✉♣❡s ❞✬❛❣❡♥ts✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ✐♥tè❣r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t à ❛❣✐r✳ ■❧ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛❧♦rs ❧❡
❧❛♥❣❛❣❡ LBIAT t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❛t♦♠❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ p ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛❣❡♥ts
G ⊆ N ✱ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ LBIAT ❡st ❣é♥éré ♣❛r ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ ❇◆❋ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
φ ::= p|φ1 ∧ φ2|φ1 ∨ φ2|φ1 ⇒ φ2|φ1 ⇔ φ2|¬φ|⊤|⊥|EGφ|CGφ
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛❣❡♥ts G ⊆ N ✱ EGφ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛❣❡♥ts G ❛♠è♥❡ φ à ✈r❛✐ ❡t
CGφ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ G ❛ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬❛♠❡♥❡r φ à ✈r❛✐✳ P♦✉r ✉♥ ❛❣❡♥t i ∈ N ✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s
Eiφ
△
= E{i} ❡t Ciφ
△
= C{i} ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t✱ s❡✉❧✱ ❞✬❛♠❡♥❡r
q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ❡t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝❡t ❛❣❡♥t ❞✬❛♠❡♥❡r φ à ✈r❛✐✳
✻✹ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✈✉❡s ♣❛r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s
▲❡s ♠♦❞è❧❡s ♣♦✉r ✐♥t❡r♣rét❡r ❝❡ ❧❛♥❣❛❣❡ s♦♥t ❢♦♥❞és s✉r ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ t❡❧❧❡
q✉❡ ♣rés❡♥té❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❇■❆❚ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡M = (W, {EG}G⊆N ,
{CG}G⊆N , V ) t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛❣❡♥ts G ⊆ N ✱ ✿
✖ W ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❞❡ ♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❀
✖ EG :W → 22
W
❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r EG ❀
✖ CG :W → 22
W
❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r CG ❀
✖ V : A(LBIAT )→ 2W ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t ♠♦♥❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ w ∈ W ❡t t♦✉t ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛❣❡♥ts G ⊆ N ✱ M✱ ♥♦✉s r❡tr♦✉✲
✈♦♥s ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
✶✳ M, w |= ⊤
✷✳ M, w 6|= ⊥
✸✳ M, w |= p ss✐ w ∈ V (p)
✹✳ M, w |= ¬φ ss✐ M, w 6|= φ
✺✳ M, w |= φ ∧ ψ ss✐ M, w |= φ ❡t M, w |= ψ
✻✳ M, w |= EGφ ss✐ |φ| ∈ EG(w)
✼✳ M, w |= CGφ ss✐ |φ| ∈ CG(w)
P♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ✭❚r♦q✉❛r❞✱ ✷✵✶✹✮ ❛❥♦✉t❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❝❡
♠♦❞è❧❡ ♥♦té❡ ❞❡ ✭❈✶✮ à ✭❈✻✮ ✿
✭❈✶✮ W 6∈ CG(w) s✐❣♥✐✜❡ q✉✬❛✉❝✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛❣❡♥ts ♥✬❛ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ r❡♥❞r❡ ✈r❛✐ ❧❡s t❛✉t♦❧♦❣✐❡s✳
✭❈✷✮ ∀X ∈ EG(w) : w ∈ X s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ s✐ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛❣❡♥t ✈❡✐❧❧❡ à ❢❛✐r❡ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ❞❛♥s ✉♥
♠♦♥❞❡✱ ❛❧♦rs ❝❡ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ❡st ✈r❛✐ ❞❛♥s ❝❡ ♠♦♥❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❯♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡
❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st q✉❡ ∅ 6∈ EG(w) ❡t ❞♦♥❝ q✉✬❛✉❝✉♥ ❣r♦✉♣❡ ♥❡ ♣❡✉t ✈❡✐❧❧❡r à r❡♥❞r❡
✈r❛✐ ❧✬✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳
✭❈✸✮ ∅ 6∈ CG(w) ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛❣❡♥t ❡st ❞♦♥❝ ✐♥❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ r❡♥❞r❡ ✈r❛✐ ❧✬✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳
✭❈✹✮ ∀X1 ∈ EG(w), ∀X2 ∈ EG(w) : (X1 ∩X2) ∈ EG(w) s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ s✐ X1 ❡st ✉♥ ❝❤♦✐① ♣♦ss✐❜❧❡
♣♦✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ G ❡t s✐ X2 ❡st ✉♥ ❛✉tr❡ ❝❤♦✐①✱ ❛❧♦rs ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝❤♦✐① ❞❡
♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡st ✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤♦✐① ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ G✳
✭❈✺✮ EG(w) ⊆ CG(w) s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ t♦✉t ❣r♦✉♣❡ G q✉✐ ❛♠è♥❡ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ à ✈r❛✐ ❡♥ ❡st ❛❧♦rs
❝❛♣❛❜❧❡✳ ❯♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❝♦♠❜✐♥é❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (C1)
❡st q✉❡ ♣✉✐sq✉✬❛✉❝✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛❣❡♥t ♥✬❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ r❡♥❞r❡ ✈r❛✐ ✉♥❡ t❛✉t♦❧♦❣✐❡ ❛❧♦rs
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t✱ ♣❛r ❝♦♥tr❛♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛✉❝✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛❣❡♥t ♥❡ ♣❡✉t ✈❡✐❧❧❡r à r❡♥❞r❡ ✈r❛✐ ✉♥❡
t❛✉t♦❧♦❣✐❡ ✐✳❡✳ W 6∈ EG(w)✳
✭❈✻✮ C∅(w) = ∅ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛❣❡♥ts ✈✐❞❡ ♥❡ ♣❡✉t r✐❡♥ ❢❛✐r❡✳ ❯♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✭❈✺✮ ❡st ❞♦♥❝
q✉✬♦♥ ❛ ❛✉ss✐ E∅(w) = ∅✳
▲❡ s②stè♠❡ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡ ❝♦rr❡❝t ❡t ❝♦♠♣❧❡t ❡st rés✉♠é ❡♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✶✳
❙✐ ❝❡rt❛✐♥s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❝❡tt❡ ❧♦❣✐q✉❡
❇■❆❚✱ t♦✉s ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✾✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❉❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♣♦✉r ❛❣❡♥ts ❝♦❣♥✐t✐❢s ✻✺
(❆①✵) ⊢ φ✱ ♣♦✉r t♦✉t t❤é♦rè♠❡ φ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧
(❆①✶) ⊢ EGφ ∧ EGψ ⇒ EG(φ ∧ ψ)
(❆①✷) ⊢ EGφ⇒ EGφ
(❆①✸) ⊢ EGφ⇒ CGφ
(❆①✹) ⊢ ¬CG⊥
(❆①✺) ⊢ ¬CG⊤
(❆①✻) ⊢ ¬C∅φ
(❊❘❊) ❙✐ ⊢ φ⇔ ψ ❛❧♦rs ⊢ EGφ⇔ EGψ
(❊❘❈) ❙✐ ⊢ φ⇔ ψ ❛❧♦rs ⊢ CGφ⇔ CGψ
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶ ✕ ❯♥ s②stè♠❡ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❇■❆❚ ✭❚r♦q✉❛r❞✱ ✷✵✶✹✮
❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ s✉♣❡r❛❞❞✐t✐✈✐té ✸✱ s♦✉✈❡♥t ❛❝❝❡♣té ❞❛♥s ❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ❝♦❛❧✐t✐♦♥s ✭❆✉♠❛♥♥ ❛♥❞ ❉r❡③❡✱
✶✾✼✹✮✱ ♥❡ ♣❡✉t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ❞❛♥s ✉♥ t❡❧ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡✳
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✾ ✿ ❙✉♣♣♦s♦♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❞✬❛❣❡♥ts G1 ❡t G2 s✬♦♣✲
♣♦s❡♥t s✉r ✉♥❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❝❛♥❝❡s à ♣r❡♥❞r❡✳ ❙✐ p r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ✓ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❛❣❡♥ts ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ✈❛ à ◆❡✇ ❨♦r❦ ❈✐t② ✔ ❡t q ❞és✐❣♥❡ ✓ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❣❡♥ts ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ✈❛ à ❇❛r✲
❝❡❧♦♥❡ ✔✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡✱ ❧❡s ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s G1 ❡t G2 ✈❡✐❧❧❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ à ❝❡
q✉❡ EG1p ❡t EG2q✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ EG1∪G2(p∧ q) ❡st ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ✭❆①✸✮ ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❞✬❛❣❡♥ts G1 ❡t G2 s♦♥t ❛✉ss✐ ❝❛♣❛❜❧❡s
❞✬❛♠❡♥❡r✱ ♣♦✉r G1✱ p à ✈r❛✐ ❡t✱ ♣♦✉r G2✱ q à ✈r❛✐✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s G1 ∪G2 ♥✬❡st
♣❛s ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛♠❡♥❡r p ∧ q à ✈r❛✐✳
▲♦❣✐q✉❡s ❙❚■❚ ▲❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❙❚■❚ ✭❈❤❡❧❧❛s✱ ✶✾✾✷❀ ❇r♦❡rs❡♥✱ ✷✵✵✽❀ ❳✉✱ ✷✵✶✵✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✈❡✐❧❧❡r à ❝❡ q✉❡ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ s❡ ♣r♦❞✉✐s❡✳ ■❧s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞❛❧✐tés ❝♦♠♠❡
[stit]i q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t i ✈❡✐❧❧❡ à ❝❡ q✉❡ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ s♦✐t ✈r❛✐❡✱ [stit]N q✉✐
r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡✱ ✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té ❞❡ ♥é❝❡ss✐té ✷✱ ❞❡ ❢✉t✉r X✱ ❡t ❞❡ ♣❛ssé Y ✳
■❧ ❡①✐st❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ✈❛r✐❛♥t❡s à ❝❡ ❙❚■❚ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ✭▲♦r✐♥✐ ❛♥❞ ❙❛rt♦r✱ ✷✵✶✻✮ q✉✐
❝♦♥s✐❞èr❡ ❡♥ ♣❧✉s ✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té ❞❡ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♥♦té❡ [rstit]i✳ ▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ Lrstit
❞❡ ✭▲♦r✐♥✐ ❛♥❞ ❙❛rt♦r✱ ✷✵✶✻✮ ❡st ❛❧♦rs ❣é♥éré ♣❛r ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ ✿
φ ::= p|¬φ|φ ∧ φ|Xφ|Y φ|✷φ|[stit]iφ|[stit]Nφ|[rstit]iφ
❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❧♦❣✐q✉❡s ❇■❆❚ q✉✐ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s
❛❝t✐♦♥s✱ ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❙❚■❚ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡ M = (W,≡,→,←, {∼i}i∈N ,∼N
, {Ri}i∈N , V ) ♦ù ✿
✸✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ s✉♣❡r❛❞❞✐t✐✈✐té ❡st ❧❛ ♣r♦♣r✐été q✉✐✱ ♣♦✉r ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❞✐st✐♥❝ts G1 ❡t G2✱ ❢♦♥t ❞❡s ❝❤♦✐① X1
❡t X2✱ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❤♦✐① ré❛❧✐sés ♣❛r ❝❡s ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿
∀G1, G2 ⊆ N , G1 ∩G2 = ∅ : X1 ∈ EG1(w), X2 ∈ EG2(w)⇒ (X1 ∩X2) ∈ EG1∪G2(w)
✻✻ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✈✉❡s ♣❛r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s
✖ W ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❞❡ ♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s
✖ ≡ ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
✖ → ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ sér✐❡❧❧❡ ❡t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡
✖ ← ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ →✱ ✐✳❡✳ ←= {(v, w)|(w, v) ∈ W2, w → v}
✖ {∼i}i∈N ∪ {∼N } ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s s✉r W
✖ ♣♦✉r t♦✉t ❛❣❡♥t i ∈ N ✱ ∀w ∈ W : Ri(w) ⊆ 2{v∈W:w∼iv}
✖ V : A(Lrstit)→ 2W ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥✳
P♦✉r t♦✉t ♠♦♥❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ w ∈ W✱ M ❡st t❡❧ q✉❡ ✿
✶✳ M, w |= Xφ ss✐ ∀v ∈→ (w) :M, v |= φ
✷✳ M, w |= Y φ ss✐ ∀v ∈← (w) :M, v |= φ
✸✳ M, w |= ✷φ ss✐ ∀v ∈ W, w ≡ v :M, v |= φ
✹✳ M, w |= [stit]iφ ss✐ ∀v ∈∼i (w) :M, v |= φ
✺✳ M, w |= [stit]Nφ ss✐ ∀v ∈∼N (w) :M, v |= φ
✻✳ M, w |= [rstit]iφ ss✐ s✐ ∼i (w) ∈ Ri ❛❧♦rs ∀v ∈∼i (w) :M, v |= φ
❈❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ≡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ♠♦♠❡♥t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
mw = {v ∈ W : w ≡ v} ❡st ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦♥❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ w ∈ W ✳ ❈❡tt❡ ❝❧❛ss❡
❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s à ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é ❞❛♥s
❧❡ s②stè♠❡✳ ❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ≡ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♥é❝❡ss✐té ✷✳ ❊♥s✉✐t❡✱
♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢✉t✉r✱ ❙❚■❚ r❡♣r❡♥❞ ❧❛ ✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣♦r❛❧✐té ❞❡ ✭Pr✐♦r✱ ✶✾✻✼❀
❩❛♥❛r❞♦✱ ✶✾✾✻✮ ♣♦✉r q✉✐✱ à ❝❤❛q✉❡ ♠♦♥❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ w ❡st ❛ss♦❝✐é ✉♥ ✉♥✐q✉❡ s✉❝❝❡ss❡✉r ♣❛r ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ → (w)✳ ❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ → ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ✭✐✳❡✳ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ s✉❝❝❡ss❡✉r✮
❡t sér✐❡❧❧❡ ✭✐✳❡✳ ✐❧ ❡♥ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥✮✳ ◗✉❛♥t✲à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡←✱ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
♣❛ssé❡✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♠❛✐s ♥♦♥ sér✐❡❧❧❡ ❝❛r ❞❛♥s ❧❡✉r ✈✐s✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s✱ ❧❡ ♣❛ssé ♥✬❡st
♣❛s s❛♥s ✜♥✳ ❆✐♥s✐ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ♠♦♠❡♥ts (m1,m2, . . .) ♣♦ssè❞❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt✱ ❝❡tt❡
❧✐st❡ ❢♦r♠❡ ❝❡ q✉✬✐❧s ❞é✜♥✐ss❡♥t ❝♦♠♠❡ ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡✳ P♦✉r ✉♥ ♠♦♠❡♥t ❞♦♥♥é✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡
q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t i ✈❡✐❧❧❡ à ❝❡ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❤♦s❡s s♦✐❡♥t ré❛❧✐sé❡s [stit]iφ✳ ❈❡t ❛❣❡♥t i ❢❛✐t ❛❧♦rs ❞❡s
❝❤♦✐① s✉r ❧❡s ét❛ts ❞❡s ♠♦♥❞❡s ❡t ♣♦✉r ❞é✜♥✐r sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t✱ ✉♥ ♠♦♠❡♥t
❡st ❛❧♦rs ♣❛rt✐t✐♦♥♥é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❤♦✐① ♣♦ss✐❜❧❡s q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ♣❡✉t ré❛❧✐s❡r à ❝❡t ✐♥st❛♥t ❡t ❡st
r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ∼i✳
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✶✵ ✿ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✷ ✐❧❧✉str❡ ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✐ss✉❡ ❞❡ ✭▲♦r✐♥✐ ❛♥❞ ❙❛rt♦r✱ ✷✵✶✻✮✱
❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥ ❛❣❡♥t 1 ♣❡✉t ❞é❝✐❞❡r ❞✬✐♥❝✐t❡r ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t 2 ✭♥♦té ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ in✮✱ à
❛❝❤❡t❡r ✉♥❡ ✈♦✐t✉r❡ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡♥ ❧✉✐ ♦✛r❛♥t ✉♥❡ r❡♠✐s❡ ❞❡ 3000✩ s✉r ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♦✉ ❜✐❡♥✱ ♥❡ ♣❛s
♣r♦♣♦s❡r à ❧✬❛❣❡♥t 2 ❝❡tt❡ r❡♠✐s❡ ✭♥♦té ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ no✮✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s ❝❡ ♠♦♠❡♥t m1 =
{w1, w2, w3, w4} ♦ù {w1, w2} r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧✬❛❣❡♥t 1 ✐♥❝✐t❡ ❧✬❛❣❡♥t
2✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {w3, w4} r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♠♦♥❞❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧✬❛❣❡♥t 1 ♥✬✐♥❝✐t❡ ♣❛s
❧✬❛❣❡♥t 2✳ ❈❡s ❞❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♥t ❧❡s ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ∼1 (m1) =
❉❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♣♦✉r ❛❣❡♥ts ❝♦❣♥✐t✐❢s ✻✼
{{w1, w2}, {w3, w4}}✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t 2 ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❜✉❞✲
❣❡t ❞❡ 7000$ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ✈♦✐t✉r❡ ❡t q✉❡ ❧❛ ✈♦✐t✉r❡ é❧❡❝tr✐q✉❡ ✈❛✉t 10000$ ✭s❛♥s r❡♠✐s❡✮
❡t q✉❡ ❧❛ ✈♦✐t✉r❡ ❞✐❡s❡❧ ❡st ❞é❥à à 7000$✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉✬❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦✛r❡
❞❡ ❧❛ r❡♠✐s❡✱ ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦✉r ✉♥ t❡❧ ❛❣❡♥t 2 ❡st ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ✈♦✐t✉r❡ é❧❡❝tr✐q✉❡ ✭el✮
♣❧✉tôt q✉❡ ❧❛ ✈♦✐t✉r❡ ❞✐❡s❡❧ ✭ds✮✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❘❙❚■❚ ✭▲♦r✐♥✐ ❛♥❞ ❙❛rt♦r✱ ✷✵✶✻✮
P♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❤♦✐① r❛t✐♦♥♥❡❧✱ ✭▲♦r✐♥✐ ❛♥❞ ❙❛rt♦r✱ ✷✵✶✻✮ ❛❥♦✉t❡♥t ❛✉ ❢♦r✲
♠❛❧✐s♠❡ ❙❚■❚ st❛♥❞❛r❞✱ ✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭[rstit]✮ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r
❝❡rt❛✐♥s ❝❤♦✐① ♣♦ss✐❜❧❡s ❝♦♠♠❡ r❛t✐♦♥♥❡❧s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ Ri q✉✐ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
❛❣❡♥t i ❞✉ s②stè♠❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♠♦♠❡♥t m2 = {w5, w6}✱ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬❛❣❡♥t
1 ✈✐❡♥t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❧❛ r❡♠✐s❡ ❞❡ 3000$ à ❧✬❛❣❡♥t 2✳ ❉❛♥s m2✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡ ❝❤♦✐① r❛t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t
2 ❡st ❞✬❛❝❤❡t❡r ❧❛ ✈♦✐t✉r❡ é❧❡❝tr✐q✉❡✱ ✐❧ r❡st❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧✉✐ ❞✬❛❝❤❡t❡r ❧❛ ✈♦✐t✉r❡ ❞✐❡s❡❧✳ ❙✐♥♦♥
❧♦rsq✉❡ ❧✬❛❣❡♥t 1 ♥❡ ♣r♦♣♦s❡ ♣❛s ❧❛ r❡♠✐s❡✱ ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛❣❡♥t 2 ❡st ❛❧♦rs ❞❡
♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ✈♦✐t✉r❡ ❞✐❡s❡❧ ❞❛♥s m3✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤♦✐① r❛t✐♦♥♥❡❧s ♣♦✉r ❧✬❛❣❡♥t
2 s♦♥t ❞♦♥❝ ❞é❝r✐ts ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ R2 = {{w5}, {w8}}✳
P♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡♥t✐♦♥s ❞❡s ❛❣❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✶✵✱
❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❙❚■❚ ♦♥t ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ♥♦té❡s ❞❡ ✭❈✶✮ à ✭❈✻✮✳
✭❈✶✮ ∀w, v ∈ W : w →+ v ⇒ w 6≡ v ✹
✭❈✷✮ ∀i ∈ N : ∀w ∈ W,∼i (w) ⊆≡ (w)
✭❈✸✮ ∀(ui)i∈N ∈ W |N | : (∀i, j ∈ N , ui ≡ uj) =⇒
⋂
i∈N
∼i (ui) 6= ∅
✭❈✹✮ ∀i ∈ N , ∀w ∈ W, ∃v ∈ W : w ≡ v,∼i (v) ∈ Ri
✭❈✺✮ ∀w ∈ W :∼N (w) =
⋂
i∈N
∼i (w)
✭❈✻✮ → ◦ ≡⊆∼N ◦ → ❛✈❡❝ ◦ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ✺✳
▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (C1) tr❛❞✉✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ♠♦♥❞❡s ❢✉t✉rs ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡
♠ê♠❡ ♠♦♠❡♥t✳ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (C2) tr❛❞✉✐t q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❝❤♦✐① ♣♦ss✐❜❧❡s à ✉♥ ♠♦♠❡♥t ❞♦♥♥é s♦♥t
❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❡ ♠♦♠❡♥t✳ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (C3) tr❛❞✉✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♠♦♥❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡
✹✳ →+ ❡st ❧❛ ❝❧♦t✉r❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❞❡ →
✺✳ ❙✐ F ❡t R s♦♥t ❞❡✉① r❡❧❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s✱ ❛❧♦rs ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ♥♦té❡ F ◦ R✱ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡
F ◦R := {(x, z)|∃y : (x, y) ∈ R ∧ (y, z) ∈ F}✳
✻✽ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✈✉❡s ♣❛r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s
(❈P) ⊢ φ✱ ♣♦✉r t♦✉t t❤é♦rè♠❡ φ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧
(❙✺(✷)) ⊢ φ✱ ♣♦✉r t♦✉t t❤é♦rè♠❡ φ ❞❡ ❙✺ ❛ss♦❝✐é à ✷
(❑❉(X)) ⊢ φ✱ ♣♦✉r t♦✉t t❤é♦rè♠❡ φ ❞❡ ❑❉ ❛ss♦❝✐é à X
(❑(Y )) ⊢ φ✱ ♣♦✉r t♦✉t t❤é♦rè♠❡ φ ❞❡ ❑ ❛ss♦❝✐é à Y
(❙✺([stit]i)) ⊢ φ✱ ♣♦✉r t♦✉t t❤é♦rè♠❡ φ ❞❡ ❙✺ ❛ss♦❝✐é à [stit]i
(❙✺([stit]N )) ⊢ φ✱ ♣♦✉r t♦✉t t❤é♦rè♠❡ φ ❞❡ ❙✺ ❛ss♦❝✐é à [stit]N
(❆❧tX) ⊢ ¬Xφ⇒ X¬φ
(❆❧tY ) ⊢ ¬Y φ⇒ Y ¬φ
(❈♦♥✈X,Y ) ⊢ φ⇒ XY φ
(❈♦♥✈Y,X) ⊢ φ⇒ Y Xφ
(❘❡❧✷i,[stit]i) ⊢ ✷φ⇒ [stit]iφ
(❆■❆)
⊢ ✸[stit]jφ1 ∧ . . . ∧✸[stit]nφn
⇒ ✸([stit]1φ1 ∧ . . . ∧ [stit]nφn)
(❘❡❧[rstit]i,[stit]i) ⊢ 〈rstit〉i⊤ ⇒ ([rstit]iφ⇔ [stit]iφ)
(❘❛t❈❤) ⊢ 〈rstit〉i⊤ ⇒ ([stit]i〈rstit〉i⊤)
(❖♥❡❘❛t) ⊢ ✸〈rstit〉i⊤
(❘❡❧[stit]i,[stit]N ) ⊢
∧
n∈N [stit]nφn ⇒ [stit]N
∧
n∈N φn
(◆❈❯❍) ⊢ X¬Bi¬φ⇒ 〈stit〉NXφ
(▼P)
⊢ φ ⊢ φ⇒ ψ
⊢ ψ
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸ ✕ ❆①✐♦♠❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❘❙❚■❚ ✭▲♦r✐♥✐ ❛♥❞ ❙❛rt♦r✱ ✷✵✶✻✮
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠♦♠❡♥t q✉✐ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤♦✐① ré❛❧✐sés ♣❛r t♦✉s ❧❡s ❛❣❡♥ts ❞❡ N ✳ ▲❛
❝♦♥tr❛✐♥t❡ (C4) tr❛❞✉✐t q✉✬à ❝❤❛q✉❡ ♠♦♠❡♥t✱ t♦✉s ❧❡s ❛❣❡♥ts ♦♥t ✉♥ ❝❤♦✐① r❛t✐♦♥♥❡❧ ♣♦ss✐❜❧❡✳
▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (C5) tr❛❞✉✐t q✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❣❡♥ts ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡
❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝❤♦✐① ré❛❧✐sés ♣❛r ❧❡s ❛❣❡♥ts ❞❡ N ✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ (C6) r❡♣rés❡♥t❡
sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❢✉t✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s s♦♥t ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤♦✐① ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❢✉t✉rs
♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❣❡♥ts N ✻✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✸ rés✉♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛①✐♦♠❡s ❞✉ s②stè♠❡✳ ❈❡
s②stè♠❡ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡ ❡st ❝♦rr❡❝t ❡t ❝♦♠♣❧❡t ✭▲♦r✐♥✐ ❛♥❞ ❙❛rt♦r✱ ✷✵✶✻✮✳
▲♦❣✐q✉❡s ❞é♦♥t✐q✉❡s
▲❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞é♦♥t✐q✉❡s ✭❱♦♥ ❲r✐❣❤t✱ ✶✾✺✶✮ s♦♥t ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡①♣r✐✲
♠❡r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞✬♦❜❧✐❣❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ♥♦r♠❛t✐❢✳ ❈❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t
❛❧♦rs ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦❞❛✉① ✿ Oφ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬♦❜❧✐❣❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ φ s♦✐t à ✈r❛✐✱ ❡t
Pφ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ q✉❡ φ s♦✐t à ✈r❛✐✳ ❈❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs s♦♥t s♦✉✈❡♥t ✐♥t❡r♣rétés
❝♦♠♠❡ ❞✉❛❧ ❡t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ Pφ ≡ ¬O¬φ ❡st ✈ér✐✜é❡✳ ▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞é♦♥t✐q✉❡s ❡st ❞♦♥♥é
♣❛r ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
φ ::= p|φ1 ∧ φ2|φ1 ∨ φ2|φ1 ⇒ φ2|φ1 ⇔ φ2|¬φ|⊤|⊥|Oφ|Pφ
✻✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ → ◦ ≡:= {(x, z)|∃y : x ≡ y ∧ y → z} tr❛❞✉✐t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❢✉t✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s à ♣❛rt✐r ❞❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ✉♥ ♠♦♠❡♥t m ❞♦♥♥é ♣❛r ≡ ❡t ∼N ◦ →:= {(x, z)|∃y : x → y ∧ y ∼N z}
tr❛❞✉✐t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✈❡rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤♦✐① ❞❡ ❢✉t✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛❣❡♥ts ❞❡ N ✳
❉❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♣♦✉r ❛❣❡♥ts ❝♦❣♥✐t✐❢s ✻✾
P♦✉r ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞é♦♥t✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡
M = (W,R, V ) t❡❧ q✉❡ R ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ sér✐❡❧❧❡ ❡t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs O ❡t P s♦♥t ❞é✜♥✐s t❡❧s q✉❡
♣♦✉r t♦✉t ♠♦♥❞❡ w ∈ W ✿
M, w |= Oφ ss✐ ∀v ∈ W, wRv :M, v |= φ
M, w |= Pφ ss✐ ∃v ∈ W, wRv :M, v |= φ
▲❡ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❑❉✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❛✉① ❧♦❣✐q✉❡s ❞é♦♥t✐q✉❡s
q✉✐ ✐♥tè❣r❡♥t ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞✬♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s✳ ✭▼❡②❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✽✮ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧❡ ✓ ❝❡ q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ✔ ✼
q✉✐ ✐♠♣♦s❡♥t ❛✉① ❛❣❡♥ts ❧❡s ét❛ts ❞✉ s②stè♠❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❞♦✐t êtr❡ ❡t ❧❡ ✓ ❝❡ q✉✐ ❞♦✐t
s❡ ❢❛✐r❡ ✔ ✽ q✉✐ ❝♦♥tr❛✐♥t ❧❡s ❛❣❡♥ts à ❡✛❡❝t✉❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ❛❝t✐♦♥s ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t✳ P♦✉r tr❛❞✉✐r❡
sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ✓ ❝❡ q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ✔ ❡t ❧❡ ✓ ❝❡ q✉✐ ❞♦✐t s❡ ❢❛✐r❡ ✔✱ ✭❈❛r♠♦ ❛♥❞ P❛❝❤❡❝♦✱ ✷✵✵✵✮
✐♥tè❣r❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❇■❆❚ ❡t ❛❥♦✉t❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s sé♠❛♥t✐q✉❡s à s♦♥ s②stè♠❡ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡
q✉❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ✐❧ ❡st ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡ q✉❡ p✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡ q✉❡ t♦✉t ❛❣❡♥t i ❛♠è♥❡ à ❝❡
q✉❡ p s♦✐t à ✈r❛✐ ❡t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✳ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❙❚■❚ ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐ êtr❡ ✉t✐❧✐sés✱ à ❧❛ ♣❧❛❝❡
❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❇■❆❚✱ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❞✬❛✉tr❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞é♦♥t✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ✭❇❡♥t③❡♥✱ ✷✵✶✵✮✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞é♦♥t✐q✉❡s ♦♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣❛r❛❞♦①❡s ✭❍❛♥s❡♥✱ ✷✵✵✻✮ ❝♦♠♠❡ ❧❡
♣❛r❛❞♦①❡ ❞❡ ❘♦ss ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✶✶✳ P♦✉r ✉♥❡ r❡✈✉❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞é♦♥t✐q✉❡s✱
❧❡ ❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé ♣❡✉t s❡ ré❢ér❡r à ✭▼❝◆❛♠❛r❛✱ ✷✵✵✻❀ ❍✐❧♣✐♥❡♥✱ ✷✵✶✷✮
❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✶✶ ✿ ❙✉♣♣♦s♦♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥ ❛❣❡♥t i ❞♦✐t s✉r✈❡✐❧❧❡r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❡t
❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ✓ ❧✬❛❣❡♥t i ✐♥❢♦r♠❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ sé❝✉r✐té s✉r
❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✔✳ ▲✬❛❣❡♥t ❞♦✐t ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❢♦r♠❡r ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ sé❝✉r✐té ❡♥ ❝❛s ❞✬✐♥tr✉s✐♦♥✱
✐✳❡✳ Op✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ q ♣♦✉r ✓ ❧✬❛❣❡♥t i ♥❡ ❢❛✐t r✐❡♥ ✔✳ ❖r
⊢ p⇒ (p ∨ q) ❡st ✉♥❡ t❛✉t♦❧♦❣✐❡✳ ❉♦♥❝ ♣❛r ♥é❝❡ss✐t❛t✐♦♥ ⊢ O(p⇒ (p ∨ q)) ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ t❤é♦rè♠❡
❡t ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s s✉r ❧✬❛①✐♦♠❡ ❑✱ ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s ⊢ Op ⇒ O(p ∨ q) ❡st ✉♥
t❤é♦rè♠❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ O(p ∨ q)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱
q✉✬✐❧ ❡st ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡ q✉❡ ✓ ❧✬❛❣❡♥t i ✐♥❢♦r♠❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❞❡ sé❝✉r✐té s✉r ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✔ ♦✉ ✓ ❧✬❛❣❡♥t i ♥❡
❢❛✐t r✐❡♥ ✔✳ ■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ♣❛r❛❞♦①❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t i ✐♥❢♦r♠❡ ❧✬éq✉✐♣❡
❞❡ sé❝✉r✐té s✉r ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t i ♥❡ ❢❛ss❡ r✐❡♥✳ ❈❡ ♣❛r❛❞♦①❡
♣♦rt❡ ✉♥ ♥♦♠✱ ❧❡ ♣❛r❛❞♦①❡ ❞❡ ❘♦ss✳
▲♦❣✐q✉❡s ❞❡s ❞és✐rs ❡t ❞❡s é♠♦t✐♦♥s
▲❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✉ss✐ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞és✐rs ❡t ❞✬é♠♦t✐♦♥s✳ ❯s✉❡❧❧❡✲
♠❡♥t✱ ✉♥ ❞és✐r ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ✭✉♥ ♣ré✲♦r❞r❡✮ q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ❡ss❛✐❡
❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ✭▲✐✉✱ ✷✵✶✵❀ ❇✐❡♥✈❡♥✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳ ▲❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❝❡t❡r✐s ♣❛r✐❜✉s ✭❱❛♥ ❇❡♥t❤❡♠ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✾❀ ●r♦ss✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮ s♦♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡s q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s✳ ❉✉ ♣♦✐♥t
❞❡ ✈✉❡ ❞❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts✱ ❧❡s ❞és✐rs ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐ êtr❡ ✈✉s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❜✉t ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t à
❛❝❝♦♠♣❧✐r✳ ❙✐ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❡t ❞❡s ❞és✐rs ❡①✐st❡♥t ✭▲❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❀
✼✳ ❚r❛❞✉✐t ✓ ♦✉❣❤t✲t♦✲❜❡ ✔ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✳
✽✳ ❚r❛❞✉✐t ✓ ♦✉❣❤t✲t♦✲❞♦ ✔ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✳
✼✵ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✈✉❡s ♣❛r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s
▲❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ❉♦②❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✶✮✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡s ❞és✐rs ❡t ❧❡s é♠♦t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ✈✉s ❝♦♠♠❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té ❡t ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s
♠♦❞❛❧❡s✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✭❆❞❛♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮ ♠♦❞é❧✐s❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♠♦❞❛❧❡ ❞❡s ét❛ts é♠♦t✐♦♥♥❡❧s
❝♦♠♠❡ ❧❛ ❥♦✐❡✱ ❧❛ ♣❡✉r✱ ❧✬❡s♣♦✐r✱ ❧❛ ✜❡rté✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡✱ ❧❛ ❤♦♥t❡✳ P♦✉r ❞é✜♥✐r ❝❡s ét❛ts é♠♦t✐♦♥♥❡❧s✱
✐❧s ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❞❡s ♠♦❞❛❧✐tés ❞✬❛❝t✐♦♥s✱ ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡s✱ ❞❡ ❞és✐rs✱ ❞✬✐❞é❛✉①
❡t ❞❡ t❡♠♣s✳ ■❧s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡✱ ♥♦té LOCC ✱ ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ s♦✉s
❢♦r♠❡ ❞❡ ❇❛❝❦✉s✲◆❛✉r✱ ♦ù Act = {α, β, γ, . . .} r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s✱ α ∈ Act ✉♥❡
❛❝t✐♦♥ ❡t i ∈ N ✉♥ ❛❣❡♥t ✿
φ ::= p|φ1 ∧ φ2|¬φ|⊤|⊥|Afteri:αφ|Beforei:αφ|Beliφ|Probiφ|Gφ|Hφ|Desiφ|Undesiφ|Idliφ
❚♦✉t❡s ❝❡s ♠♦❞❛❧✐tés s✐❣♥✐✜❡♥t ✿
✖ Afteri:αφ ❡①♣r✐♠❡ q✉❡ ✿
✓ ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ φ ❡st ✈r❛✐❡ ❛♣rès t♦✉t❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ α ♣❛r ❧✬❛❣❡♥t i ✔ ❀
✖ Beforei:αφ ❡①♣r✐♠❡ q✉❡ ✿
✓ φ ❞♦✐t êtr❡ ✈r❛✐❡ ❛✈❛♥t t♦✉t❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ α ♣❛r ❧✬❛❣❡♥t i ✔ ❀
✖ Beliφ ❡①♣r✐♠❡ q✉❡ ✓ ❧✬❛❣❡♥t i ❝r♦✐t q✉❡ φ ❡st ✈r❛✐❡ ✔✱ Probiφ ❡①♣r✐♠❡ q✉❡ ✓ ❧✬❛❣❡♥t i ❝r♦✐t
q✉❡ φ ❡st ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉❡ ¬φ ✔ ❀
✖ Gφ ❡①♣r✐♠❡ q✉❡ ✓ φ s❡r❛ t♦✉❥♦✉rs ✈r❛✐❡ ✔ ❀
✖ Hφ ❡①♣r✐♠❡ q✉❡ ✓ φ ❛ t♦✉❥♦✉rs été ✈r❛✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛ssé ✔ ❀
✖ Desiφ ❡①♣r✐♠❡ q✉❡ ✓ ❧✬❛❣❡♥t i ❞és✐r❡ φ ✔ ❀
✖ Undesiφ ❡①♣r✐♠❡ q✉❡ ✓ ❧✬❛❣❡♥t i ♥❡ ❞és✐r❡ ♣❛s φ ✔ ❀
✖ Idliφ ❡①♣r✐♠❡ q✉❡ ✓ ✐❞é❛❧❡♠❡♥t φ ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r i ✔ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❧♦✐s ♦✉
❞✬♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ♠♦r❛❧❡s✳
▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ s♦♥t ✐♥t❡r♣rété❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡M = (W, {Aα}α∈Act, {Bi}i∈N , {Pi}i∈N ,
G, {Li}i∈N , {Di}i∈N , {Ii}i∈N , V ) ♦ù ✿
✶✳ W ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❞❡ ♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❀
✷✳ {Ai:α}i:α∈N×Act ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❛❣❡♥t i ∈ N ❡t à ❝❤❛q✉❡
❛❝t✐♦♥ α ∈ Act ❀
✸✳ {Bi}i∈N ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s tr❛♥s✐t✐✈❡s✱ sér✐❡❧❧❡s ❡t ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡s ❀
✹✳ ∀i ∈ N ,Pi :W → 22
W
❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ tq ∀w ∈ W, ∀U ∈ Pi(w), U ⊆ Bi(w) ❀
✺✳ G ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦♥♥❡①❡✱ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❡t ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ tq ∀α ∈ Act, ∀i ∈ N ,Ai:α ⊆ G ❀
✻✳ {Li}i∈N ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s ❀
✼✳ {Di}i∈N ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s ❀
✽✳ {Ii}i∈N ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s sér✐❡❧❧❡s ❀
✾✳ V : A(LOCC)→ 2W ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥✳
❉❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♣♦✉r ❛❣❡♥ts ❝♦❣♥✐t✐❢s ✼✶
(❑❉✹✺Bi) ⊢ φ✱ ♣♦✉r t♦✉t t❤é♦rè♠❡ φ ❞❡ ❑❉✹✺ ♣♦✉r Bi
(❑❉Idli) ⊢ φ✱ ♣♦✉r t♦✉t t❤é♦rè♠❡ φ ❞❡ ❑❉ ♣♦✉r Idli
(❑H,G) ⊢ φ✱ ♣♦✉r t♦✉t t❤é♦rè♠❡ φ ❞❡ ❑ ♣♦✉r G ❡t H
(❈♦♥✈GP ) ⊢ φ⇒ GPφ
(❈♦♥✈HF ) ⊢ φ⇒ HFφ
(❇P) ⊢ Beliφ⇒ Probiφ
(●❆❢t❡r) ⊢ Gφ⇒ Afteri:αφ
(✹Desi) ⊢ Desiφ⇒ BiDesiφ
(✺Desi) ⊢ ¬Desiφ⇒ Bi¬Desiφ
(✹Undesi) ⊢ Undesiφ⇒ BiUndesiφ
(✺Undesi) ⊢ ¬Undesiφ⇒ Bi¬Undesiφ
(❘❊Desi) ❙✐ ⊢ φ↔ ψ ❛❧♦rs ⊢ Desiφ↔ Desiψ
(❉Desi) ⊢ Desiφ⇒ ¬Desi¬φ
(¬⊤Desi) ⊢ ¬Desi⊤
(¬⊥Desi) ⊢ ¬Desi⊥
(P❡rsDesi) ⊢ Desiφ→ GDesiφ
(P❡rs¬Desi) ⊢ ¬Desiφ→ G¬Desiφ
(❘❉❯Desi) ⊢ Desiφ→ ¬Undesiφ
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹ ✕ ❆①✐♦♠❛t✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❢♦♥❞é s✉r ❖❈❈ ✭❆❞❛♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮
❯♥ ❛❣❡♥t ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ✓ ❞és✐r❡r ✔ ❡t ✓ ♥❡ ♣❛s ❛✐♠❡r ✔ à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥❡ ♠ê♠❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❡st ❝♦♥tr❛✐♥t ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s s♦✐❡♥t ✈ér✐✜é❡s s✉r ❧❡ ❝❛❞r❡✱ ♣♦✉r
t♦✉t ♠♦♥❞❡ w ∈ W ✿
M, w |= Desiφ ss✐ ∀v ∈ Li(w),M, v |= φ ❡t ∃u ∈ Di(w),M, u 6|= φ
M, w |= Undesiφ ss✐ ∀v ∈ Di(w),M, v |= φ ❡t ∃u ∈ Li(w),M, u 6|= φ
❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❧✬✐♥tr♦s♣❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❞és✐rs ❡t s✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ♣r♦❜❛❜❧❡ ✿
❙✐ w ∈ Bi(w′) ❛❧♦rs Bi(w) = Bi(w′) ❡t Di(w) = Di(w′) ❡t Li(w) = Li(w′) ❡t P(w) = P(w′)
▲✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠♦❞❛❧✐tés ❡st ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s ♥♦r♠❛❧❡s
❡t ♥♦♥ ♥♦r♠❛❧❡s✱ à ❝❡❝✐ ♣rès q✉❡ ❧❛ ♠♦❞❛❧✐té ❞❡ t❡♠♣♦r❛❧✐té ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♣❛ssé ❡st ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
✐♥✈❡rs❡ ❞❡ G✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ♠♦♥❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ w ∈ W ✿
M, w |= Hφ ss✐ ∀v ∈ W : s✐ w ∈ G(v) ❡st ❞é✜♥✐❡✱ ❛❧♦rs M, v |= φ.
❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✬❛✉tr❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ t❡♠♣♦r❛❧✐té s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐ts ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❝♦♠♠❡ Fφ
△
= ¬G¬φ
q✉✐ ❞é❝r✐t ✓ φ ❡st ✈r❛✐❡ ♦✉ s❡r❛ ✈r❛✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r ✔ ❡t Pφ
△
= ¬H¬φ ♣♦✉r ✓ φ ❡st ✈r❛✐❡ ♦✉ ét❛✐t
✈r❛✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛ssé ✔✳
❈❡ ❝❛❞r❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ❞és✐r ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✹✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
❧❡s ❛①✐♦♠❡s (P❡rsDesi)✱ (P❡rs¬Desi) ❞é❝r✐✈❡♥t ❧✬✐❞é❡ q✉❡ ❧❡s ❞és✐rs s♦♥t ❛t❡♠♣♦r❡❧s✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡
✼✷ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✈✉❡s ♣❛r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s
♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts é♠♦t✐♦♥♥❡❧s ❞✬❛❣❡♥ts ❝♦♠♠❡ ❝❡✉① ❞♦♥♥és ❞❛♥s
❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✶✳✸✳ ✭❆❞❛♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮ ✐❞❡♥t✐✜❡♥t ❡t ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts ét❛ts é♠♦t✐♦♥♥❡❧s ❝♦♠♠❡
❧❛ ❥♦✐❡✱ ❧✬❡s♣♦✐r✱ ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥✱ ❧❛ ❥✉❜✐❧❛t✐♦♥✱ ❡t❝✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿
✖ ❧❛ ❥♦✐❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❝r♦✐r❡ q✉✬✉♥ ❞❡ ♥♦s ❞és✐r ❡st ré❛❧✐sé✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
Joyiφ
△
= Beliφ ∧Desiφ ❀
✖ ❧❡s ❛tt❡♥t❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ♣❡♥s❡r ♣r♦❜❛❜❧❡ ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ φ ♠❛✐s ♥❡ ♣❛s
② ❝r♦✐r❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ Expectiφ
△
= Probiφ ∧ ¬Biφ ❀
❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛tt❡♥t❡ ♣❡r♠❡t à ✭❆❞❛♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞✬❛✉tr❡s ♥♦t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❧✬❡s♣♦✐r✱
❧❛ ♣❡✉r✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ❤♦♥t❡ ✿
✖ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t Hopeiφ
△
= Expectiφ∧Desiφ s✐❣♥✐✜❛♥t q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ❛ ❞❡ ❧✬❡s♣♦✐r s✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ φ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ❝❡t ❛❣❡♥t s✬❛tt❡♥❞ q✉❡ φ s♦✐t ✈r❛✐❡ t♦✉t ❡♥ ❞és✐r❛♥t ❝❡tt❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❀
✖ ❧❛ ♣❡✉r✱ q✉❛♥t✲à✲❡❧❧❡✱ s❡ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✉♥ ❛❣❡♥t s✬❛tt❡♥❞ à ✉♥❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ φ ❡t ♥❡ ❞és✐r❡ ♣❛s ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ Feariφ
△
= Expectiφ ∧ Undesiφ ❀
✖ ❧❛ ❤♦♥t❡ ❡st Shamei:αφ
△
= BeliDonei:α(Idli¬Happensi:αφ ∧ ProbiAfteri:α¬φ) ∧Beliφ ♦ù
Happensi:αφ
△
= ¬Afteri:α¬φ ❡t Donei:αφ
△
= ¬Beforei:α¬φ✳
❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✐♠❛❣✐♥❡r q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ♣✉✐ss❡ ✉t✐❧✐s❡r ❞❡ t❡❧s ét❛ts é♠♦t✐♦♥✲
♥❡❧s ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ ❛❣❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ♣♦✉rr❛✐t
❝❤❡r❝❤❡r à ❝ré❡r ✉♥❡ ❛tt❡♥t❡✱ ❥♦✉❡r s✉r ❧❡s ❞és✐rs✱ s✬❛♣♣✉②❡r s✉r ❧❛ ♣❡✉r✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡✱ ✐♥st❛✉r❡r ✉♥
s❡♥t✐♠❡♥t ❞❡ ❤♦♥t❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❧❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s ❞✉ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r s♦♥t ❞✐ss✐♠✉❧é❡s✱ ❧❛ ❝♦❡r❝✐t✐♦♥
♣❡✉t ❢❛✐r❡ ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧✬ét❛t é♠♦t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❧❛ ♣❡✉r ✐♥st❛✉ré❡
❞❛♥s ❧✬❡s♣r✐t ❞❡ ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡✳
❙✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ét❛ts ♠❡♥t❛✉① ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❡①♣r✐♠és ♣❛r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s
♠♦❞❛❧❡s✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ♣rés❡♥té ✉♥ ét❛t ♠❡♥t❛❧ ❛✉ ❝÷✉r ❞❡ t♦✉t❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❛❣❡♥ts ❡t
♣♦✉✈❛♥t ❛✈♦✐r ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✿ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ❖r✱ ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s
♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✉ss✐ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té ♦✉ ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡
❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s
♣rés❡♥t♦♥s ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❧✐é❡s à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳
✷✳✷ ❉❡s ❧♦❣✐q✉❡s q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡
❉❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❛ été très ét✉❞✐é❡ ❝♦♠♠❡
♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✸ ❛✈❡❝ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡t ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ré♣✉t❛t✐♦♥✳
❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬✐♥té❣r❡r ❛✉ s②stè♠❡ ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥s ❛✜♥ ❞✬❡①❝❧✉r❡ t♦✉t❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❛✈❡❝ ❞❡s ❛❣❡♥ts r❡❝♦♥♥✉s ❝♦♠♠❡ ♥♦♥ ✜❛❜❧❡s✱ ♠❛❧❤♦♥♥êt❡s ♦✉ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉rs✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱
♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❧♦❣✐q✉❡s q✉✐ ♦♥t ♠♦❞é❧✐sé ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r
t❡♠♣s✱ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞é❝❧✐♥❛✐s♦♥ ❡♥ ❞✐✛ér❡♥ts ❛s♣❡❝ts✳
❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♣♦✉r ✐♥❢ér❡r
❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ❊♥✜♥✱ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡
❝♦♥✜❛♥❝❡✳
❉❡s ❧♦❣✐q✉❡s q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✼✸
✷✳✷✳✶ ❉✐✛ér❡♥ts ❛s♣❡❝ts ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡
▲❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣r❡♥❞ ✉♥ s❡♥s ❞✐✛ér❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ✭❈❛st❡❧❢r❛♥❝❤✐ ❛♥❞ ❋❛❧❝♦♥❡✱
✷✵✶✵✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧♦rsq✉✬❆❧✐❝❡ ❞✐t à ❇♦❜ ✓ ❥✬❛✐ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ t♦✐ ✔✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉✬❆❧✐❝❡
❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❇♦❜ ♣♦✉r ✉♥❡ tâ❝❤❡ q✉✬✐❧ ❞♦✐t ré❛❧✐s❡r✱ ♣♦✉r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✐
❧✉✐ ❛ ❞♦♥♥é❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ♣♦✉r s❛ s✐♥❝ér✐té✳ ◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① q✉✐
❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ s✉r ❧❡s ❝♦♠♣ét❡♥❝❡s ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t à ❜✐❡♥ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ tâ❝❤❡✱ ❧❛
❝♦♥✜❛♥❝❡ s✉r ❧❛ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t à ❛❣✐r✱ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❡s ✐♥st✐t✉t✐♦♥s ❡t ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❛♥s
❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳
❈♦♥✜❛♥❝❡ s✉r ❧❡s ❝♦♠♣ét❡♥❝❡s ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t
▲❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ s✉r ❧❡s ❝♦♠♣ét❡♥❝❡s ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t q✉✐
❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥✈❡rs ❧✬❛❣❡♥t q✉✐ r❡ç♦✐t ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ q✉✐ ❧✉✐ ❛ été ❞é❧é❣✉é❡✳ ✭❍❡r③✐❣
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t s✐❣♥✐✜❛♥t q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t i ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡ à
✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t j ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ α ❛❜♦✉t✐ss❛♥t à ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ φ✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱
t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✈r❛✐❡s ✿
✶✳ i ❛ ❧❡ ❜✉t q✉❡ φ s♦✐t ré❛❧✐sé✱
✷✳ i ❝r♦✐t q✉❡ ✿
✭❛✮ j ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ α✱
✭❜✮ j✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r ré❛❧✐sé α ❛ss✉r❡r❛ φ✱
✭❝✮ j ❛ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ α✳
❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ✾✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ tr❛❞✉✐t ✉♥ ❛s♣❡❝t
❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣rés❡♥t✱ à s❛✈♦✐r q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t j s✬❛♣♣rêt❡ ❜✐❡♥ à ré❛❧✐s❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ ♣♦✉r
❧❛q✉❡❧❧❡ i ❧✉✐ ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ❯♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✶✵✱ ❡st
❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❛❝❝♦r❞é❡ ♣❛r ✉♥ ❛❣❡♥t i à ✉♥ ❛❣❡♥t j q✉❡ ❝❡t ❛❣❡♥t j ré❛❧✐s❡r❛ ❧❡ ❜✉t φ ❞❡ i ❞❛♥s ✉♥
❝♦♥t❡①t❡ s♣é❝✐✜q✉❡✳
✭❙♠✐t❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ s✐❣♥✐✜❛♥t q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t i ❢❛✐t
❝♦♥✜❛♥❝❡ à ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t j ♣♦✉r φ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✈r❛✐❡s ✿
✶✳ i ❛ ❧❡ ❜✉t φ✱
✷✳ i ❝r♦✐t q✉❡ j ré❛❧✐s❡ φ✱
✸✳ i ❛ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ q✉❡ ✿
✭❛✮ j ré❛❧✐s❡ φ✱
✭❜✮ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s q✉❡ i ❢❛ss❡ φ✳
✹✳ i ❛ ❧❡ ❜✉t q✉❡ j ❛✐t ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ φ✱
✺✳ i ❝r♦✐t q✉❡ j ❛ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞❡ φ✳
✾✳ ❖❝❝✉rr❡♥t tr✉st✳
✶✵✳ ❉✐s♣♦s✐t✐♦♥❛❧ tr✉st✳
✼✹ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✈✉❡s ♣❛r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s
❊♥✜♥✱ ✭❉r❛✇❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮ ❛❜♦r❞❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ s✉r ❧❡s
❝♦♠♣ét❡♥❝❡s ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t à ❜✐❡♥ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❈❚▲✳ ■❧s
❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❛❧♦rs ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ LTCTL ✿
φ ::= p|¬φ|φ ∧ φ|AGφ|EXφ|EGφ|E(φ ∪ φ)|Ti,jφ
▲❛ ♠♦❞❛❧✐té AGφ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ φ ❡st ✈ér✐✜é❡✱ EXφ ❡st ✉♥❡
♠♦❞❛❧✐té q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ φ ❡st ✈r❛✐ ❞❛♥s ❧✬ét❛t s✉✐✈❛♥t✱ EGφ s✐❣♥✐✜❡
q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ φ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✈r❛✐❡ ❡t E(φ∪ψ) s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥
❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❢✉t✉r ♠♦♠❡♥t ♣♦✉r ψ ❡t φ ❡st ✈ér✐✜é❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ ❢✉t✉r ♠♦♠❡♥t✳
❯♥ ♠♦❞è❧❡ M = (W,R, I, {Ti,j}i,j∈N , V ) ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♦ù W ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡
❞❡ ♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❛♣♣❡❧és ét❛ts ❞✉ s②stè♠❡✱ R : W → W ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✉
s②stè♠❡✱ I ⊆ W ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét❛ts ✐♥✐t✐❛✉① ❣❧♦❜❛✉① ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡✱ Ti,j ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❛❝✲
❝❡ss✐❜✐❧✐té ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❛❣❡♥ts (i, j) ∈ N 2 ❡t
V : W → 2A(LTCTL) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✭❉r❛✇❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❛ r❡✲
❧❛t✐♦♥ ❞✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❡♥t✐èr❡s (ai,j)i,j∈N ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ét❛t s ∈ W ❞✉ s②stè♠❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ❛❣❡♥t i, j ∈ N ❡t ❞❡✉① ét❛ts s, s′ ∈ W✱ sTi,js′ s✐✱
❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ai,j(s) = ai,j(s′)✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s♦♥t ❛❧♦rs ✐♠♠é❞✐❛t❡s✳
❈❡ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❛❜♦✉t✐t ❛❧♦rs s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❤é♦rè♠❡s ❝♦♠♠❡ ✿
✖ |= φ⇒ ¬Ti,jφ✱ ✐✳❡✳ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❛ été ❛❝❤❡✈é❡ ❀
✖ |= Ti,j(φ∧ψ)∧¬φ⇒ Ti,jφ✱ ✐✳❡✳ ❧✬❛❣❡♥t i ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ❧✬❛❣❡♥t j ♣♦✉r ❞❡✉① tâ❝❤❡s✱ s✐ ❧✬✉♥❡
♥✬❡st ♣❛s ❞é❥à ré❛❧✐sé❡ ❛❧♦rs ❧✬❛❣❡♥t i ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡ à j ♣♦✉r ❧❛ t❛❝❤❡ ♥♦♥ ❡♥❝♦r❡ ré❛❧✐sé❡ ❀
✖ |= Ti,jφ⇒ ¬Ti,j¬φ✱ ✐✳❡✳ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ é✈✐t❡ ❧❡s ❝♦♥✢✐ts✱ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❉ ❡st ✈ér✐✜é✱ s♦✉s ✉♥❡ ❛✉tr❡
❢♦r♠❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ |= ¬Ti,j⊥ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❀
✖ |= Ti,jφ ∧ Ti,jψ ⇒ Ti,j(φ ∧ ψ) ✱ ✐✳❡✳ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❝♦♠❜✐♥❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❀
✖ |= AG¬φ ⇒ ¬Ti,jφ✱ ✐✳❡✳ s✐ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ✐rré❛❧✐s❛❜❧❡✱ ✉♥ ❛❣❡♥t ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❢❛✐r❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡
❡♥ ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t ♣♦✉r ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ à ré❛❧✐s❡r✳
❈♦♥✜❛♥❝❡ s✉r ❧❛ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t à ❛❣✐r
❙✐ ✭❍❡r③✐❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t✱
❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝♦♠♠❡ ✭❙✐♥❣❤✱ ✷✵✶✶✮ ♦✉ ✭▲✐❛✉✱ ✷✵✵✸❀ ❉❛st❛♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❀ ❉✉♥❞✉❛ ❛♥❞ ❯r✐❞✐❛✱
✷✵✶✵✮ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ♣❧✉tôt ❞❡s ♠♦❞❛❧✐tés ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t à ❛❣✐r ♦✉ à ❝r♦✐r❡✳
✭❙✐♥❣❤✱ ✷✵✶✶✮✱ ❡①♣r✐♠❡ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té
❞✬❛r✐té ✷✱ Ti,j(φ, ψ) s✐❣♥✐✜❛♥t q✉❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ φ✱ ✉♥ ❛❣❡♥t i ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t
j ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ψ ❡t ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té ❞✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥t✱ ♥♦té❡ Ci,j(φ, ψ)✱ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t i ❡♥✈❡rs
✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t j ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ψ ❧♦rsq✉✬✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ φ ❡st ✈ér✐✜é✳ ■❧ ✈♦✐t ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡
❝♦♠♠❡ ét❛♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✉♥ ❡♥❣❛❣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ❡♥✈❡rs ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ φ
❡st ✈r❛✐❡✱ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i ❡♥✈❡rs j ❡st ❛❝t✐✈❡✱ ❧✬❛❣❡♥t j s✬❡♥❣❛❣❡ ❛❧♦rs ❡♥✈❡rs i ♣♦✉r ♠❡♥❡r
ψ à ✈r❛✐✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✭❙✐♥❣❤✱ ✷✵✶✶✮ ❡①♣r✐♠❡ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡✱ ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Ti,j(⊤, ψ) s✐❣♥✐✜❛♥t q✉✬à t♦✉t ✐♥st❛♥t ✭❡t ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧✬✐♥st❛♥t ♣rés❡♥t✮ i ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡
❉❡s ❧♦❣✐q✉❡s q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✼✺
à j ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ψ✳ ❉✬❛✉tr❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ✐♥té❣ré ✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s
tr❛✈❛✉① ❞❡ ✭❉✉♥❞✉❛ ❛♥❞ ❯r✐❞✐❛✱ ✷✵✶✵✮ ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ Ti,j r❡♣rés❡♥t❛♥t
❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ❡♥tr❡t✐❡♥t s✉r ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t✳ P♦✉r ❧❡
❧❛♥❣❛❣❡ ❣é♥éré ♣❛r ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ ✿
φ ::= p|¬φ|φ1 ∧ φ2|✷φ|Ti,jφ
■❧s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ M = (W, {Ri}i∈N , {Ti,j}i,j∈N , V ) t❡❧ q✉❡ ✿
✖ W ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❞❡ ♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❀
✖ {Ri}i∈N ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s s②♠étr✐q✉❡s ❡t ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t tr❛♥s✐t✐✈❡s✱ ✐✳❡✳ ✿
∀i, j ∈ N , ∀w, v, u ∈ W, wRiv ∧ vRiu ∧ w 6= u⇒ wRiu
✖ P♦✉r t♦✉t i, j ∈ N ✱ Ti,j :W → 22
W
❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❀
✖ V ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t ♠♦♥❞❡ w ∈ W ❡t ♣♦✉r t♦✉t ❛❣❡♥ts i, j ∈ N ✱ ✭❉✉♥❞✉❛ ❛♥❞ ❯r✐❞✐❛✱ ✷✵✶✵✮
❝♦♥s✐❞èr❡♥t q✉❡ Ti,j ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
Ti,j(w) =
⋂
u∈Ri(w)
Ti,j(u)
❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s sé♠❛♥t✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛❧♦rs ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡ ❝♦rr❡❝t ❡t
❝♦♠♣❧❡t ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✺✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝❡ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡
⊢ Ti,jφ ⇔ BiTi,jφ✱ s✐❣♥✐✜❛♥t q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t i ❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t j s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
❧✬❛❣❡♥t i ❝r♦✐t q✉✬✐❧ ❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧✬❛❣❡♥t j✳
(❈P) ⊢ φ✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ t❛✉t♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧
(❑✷i) ⊢ φ✱ ♣♦✉r t♦✉t t❤é♦rè♠❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❑ ♣♦✉r ✷i
(❇✷i) ⊢ φ⇒ ✷i✸iφ
(✹❙✷i) ⊢ ✷iφ ∧ φ⇒ ✷i✷iφ
(❈✹T✷i) ⊢ Ti,jφ⇒ ✷iTi,jφ
(❈✺T✷i) ⊢ ¬Ti,jφ⇒ ✷i¬Ti,jφ
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺ ✕ ❙②stè♠❡ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ ✭❉✉♥❞✉❛ ❛♥❞ ❯r✐❞✐❛✱ ✷✵✶✵✮
❈♦♥✜❛♥❝❡ s✉r ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s
❯♥ ❛✉tr❡ ❛s♣❡❝t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞✐s❝♦✉rs ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉❡ ❞❡✉① ❛❣❡♥ts ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡♥t ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ✐❧ ♣❡✉t ❛rr✐✈❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♥❡
s♦✐t ♣❛s ✜❛❜❧❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❛❣❡♥ts ♦✉ ❜✐❡♥ q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ♥❡ s♦✐t ♣❛s s✐♥❝èr❡ ♦✉ ❤♦♥♥êt❡ ❞❛♥s
❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✬✐❧ ❞♦♥♥❡✳ ❉❡s tr❛✈❛✉① ❝♦♠♠❡ ✭Pr✐♠✐❡r♦ ❛♥❞ ❚❛❞❞❡♦✱ ✷✵✶✷❀ ❈❤r✐st✐❛♥s♦♥
❛♥❞ ❍❛r❜✐s♦♥✱ ✶✾✾✼❀ ❉❡♠♦❧♦♠❜❡✱ ✷✵✵✹✮ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ q✉✬❡♥tr❡t✐❡♥t
✼✻ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✈✉❡s ♣❛r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s
✉♥ ❛❣❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ q✉✬✐❧ ❛ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ❞✉ s②stè♠❡✳ ■❧s ❞é✜♥✐ss❡♥t ❛✐♥s✐
❞❡s ♣r♦♣r✐étés q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r
❝♦♥s✐❞ér❡r q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ P♦✉r ✭❉❡♠♦❧♦♠❜❡✱ ✷✵✵✹✮✱ ❞❛♥s ✉♥❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ✉♥ ❛❣❡♥t ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦♣r✐étés✳ ▲❛
❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ✉♥ ❞✐s❝♦✉rs ♣❡✉t êtr❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ s✐♥❝ér✐té ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✱ à s❛ ✜❛❜✐❧✐té✱ à s❛ ❝ré❞✐❜✐❧✐té✱
♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ❝♦♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❛❣❡♥t à ✐♥❢♦r♠❡r ❧✬❛❣❡♥t q✉✐ ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ❉❡♠♦❧♦♠❜❡ ❞é✜♥✐t
✉♥ ✉♥ ❝❛❞r❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠♦❞❛❧✐tés ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥
❛❣❡♥t i ✭Ki✮✱ ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t i ✭Bi✮✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ tr❛♥s♠✐s❡ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t i ✈❡rs ✉♥ ❛❣❡♥t
j ✭Ii,j✮✱ ✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té ❇■❆❚ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ❞✬❛♠❡♥❡r à ❝❡ q✉❡ q✉❡❧q✉❡
❝❤♦s❡ s♦✐t ✈r❛✐ ✭Ei✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ♠♦❞❛❧✐tés ❞✬♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ✭O✮ ❡t ❞❡ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ ✭P ✮✳ ■❧ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs
❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦♣r✐étés ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✿
❙✐♥❝ér✐té ✿ ✉♥ ❛❣❡♥t j ❡st s✐♥❝èr❡ ❛✉ r❡❣❛r❞ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t i s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛❣❡♥t j
✐♥❢♦r♠❡ i ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ φ ❛❧♦rs ❧✬❛❣❡♥t j ❝r♦✐t ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱
sini,j(φ)
△
= Ij,iφ⇒ Bjφ
❈♦♦♣ér❛t✐♦♥ ✿ ✉♥ ❛❣❡♥t j ❡st ❝♦♦♣ér❛t✐❢ ❛✉ r❡❣❛r❞ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t i s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ❧♦rsq✉❡
❧✬❛❣❡♥t j ❝r♦✐t ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ φ✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡♥ ✐♥❢♦r♠❡ ❧✬❛❣❡♥t i
cooi,j(φ)
△
= Bjφ⇒ Ij,iφ
❍♦♥♥êt❡té ✿ ✉♥ ❛❣❡♥t i ❡st ❤♦♥♥êt❡ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛❣❡♥t i ✈❡✐❧❧❡ à ❝❡ q✉❡ φ s♦✐t
✈r❛✐❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ♣❡r♠✐s q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t i ✈❡✐❧❧❡ à ❝❡ q✉❡ φ s♦✐t ✈r❛✐❡✱
honi(φ)
△
= Ejφ⇒ PEiφ
❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ♣♦✉r ✭❉❡♠♦❧♦♠❜❡✱ ✷✵✵✹✮✱ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡
❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♠❡♥t✐♦♥♥é❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦té❡ prop✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ❞é✜♥✐❡
❝♦♠♠❡ ✿
Tpropi,j(φ)
△
= Kiprop(φ)
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧✬❤♦♥♥êt❡té ❡st Thoni,j(φ)
△
= Ki(Ejφ ⇒ PEjφ)✱ ❡❧❧❡ s❡ ❝❛r❛❝✲
tér✐s❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t s❛❝❤❡ q✉❡ ❧♦rsq✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ❢❛✐t ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥✱ ❝❡tt❡ ❛❝t✐♦♥ ❡st
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♣❡r♠✐s❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té s❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ♣❛r ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t
Tsinci,j(φ)
△
= Ki(Comj,iφ ⇒ Bjφ)✳ ❊♥✜♥✱ ❉❡♠♦❧♦♠❜❡ ❛❥♦✉t❡ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ s✐ ❧❡s ♣ré♠✐ss❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ❛❧♦rs
❧✬❛❣❡♥t ♣♦✉r q✉✐ ♦♥ ❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ r❡s♣❡❝t❡r❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été prop ✿
Tpropi,j(φ|ψ)
△
= Ki(ψ ⇒ prop(φ))
▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❉❡♠♦❧♦♠❜❡ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t q✉❡ ❧♦rsq✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t
♣♦✉r q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r s❛ s✐♥❝ér✐té✮✱ ✐❧ s❛✐t ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ✈ér✐✜é❡✳
❖r ♣♦✉r ❈❛st❡❧❢r❛♥❝❤✐ ❡t ❋❛❧❝♦♥❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ r✐sq✉❡✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉♥❡
❉❡s ❧♦❣✐q✉❡s q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✼✼
❝❡rt✐t✉❞❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ s❡r❛✐t ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✳
❉❛♥s ❞❡s ❛rt✐❝❧❡s ♣❧✉s ré❝❡♥ts ❉❡♠♦❧♦♠❜❡ ✭❉❡♠♦❧♦♠❜❡✱ ✷✵✵✾✮ r❡♠♣❧❛❝❡ ❞❛♥s s❡s ♣r♦♣r✐étés ❧❛
♠♦❞❛❧✐té ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ✭Ki✮ ♣❛r ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ✭Bi✮✳
❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ q✉✐ s✬✐♥tér❡ss❡ à r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✈✉ q✉✬✐❧ ❡①✐st❛✐t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✿
❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s q✉✐ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ♠♦❞❛❧✐tés ❝♦♠♠❡
✭❉❡♠♦❧♦♠❜❡✱ ✷✵✵✹❀ ❍❡r③✐❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ ❙♠✐t❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮ q✉✐ ❝♦♠❜✐♥❡♥t ❞❡s ♠♦❞❛❧✐tés ♣♦✉r
❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡✱ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❀ ❡t ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s
q✉✐ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❝♦♠♠❡ ✭❉✉♥❞✉❛ ❛♥❞ ❯r✐❞✐❛✱ ✷✵✶✵❀
❙✐♥❣❤✱ ✷✵✶✶❀ ❉r❛✇❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❡①✐st❡♥t ❡t r❡♣rés❡♥t❡♥t
❝♦♠♠❡♥t ❞❡s ❛❣❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t ✐♥❢ér❡r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡t q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s
❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ ❢❛✐t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳
✷✳✷✳✷ ■♥❢ér❡r ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡
▲❡s ❛❣❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ q✉✬✐❧s ❛❝❝♦r❞❡♥t ❛✉① ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ♣♦✉r ✐♥❢ér❡r ❞❡
♥♦✉✈❡❛✉① ét❛ts ♠❡♥t❛✉① ❝♦♠♠❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ q✉✬❡♥ ❡st✲
✐❧ ♣♦✉r s❛✈♦✐r s✐ ✉♥❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡st ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡ ❄ ▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ✭▲✐❛✉✱ ✷✵✵✸❀ ❉❛st❛♥✐ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✹✮ s❡ s♦♥t ✐♥tér❡ssés✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ à ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧✬❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✬✉♥ ❝❛❞r❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❛♣♣❡❧é ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❇■❚✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡
❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❤è♠❡ s✉r ❧❡q✉❡❧ ✉♥ ❛❣❡♥t ♣❡✉t ❛❝❝♦r❞❡r s❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥
✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡ ❝❛❞r❡ ❡st ❛✉ss✐ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ à ✉♥ ❛❣❡♥t ❞❡ ✈ér✐✜❡r✱ ♣❛r ❧❡
♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ q✉❡st✐♦♥♥❡♠❡♥t✱ s✬✐❧ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♦✉ ♥♦♥ à ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t✳
❉é❞✉✐r❡ ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ♣❛r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡
✭▲✐❛✉✱ ✷✵✵✸✮ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❇■❚ ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ❧✐❡♥ ❡①✐st❛♥t ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥
❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡✱ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ s♦✉r❝❡✱ ❡t ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡
♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s✳ ▲✐❛✉ r❡♣rés❡♥t❡ ❛❧♦rs ❧✬❛s♣❡❝t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ q✉✐ ❡st ❧❛ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t
à ❝r♦✐r❡ ❞❡s ❢❛✐ts✳ ■❧ ❞é✜♥✐t ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♥♦té❡
Ii,j ✱ s✐❣♥✐✜❛♥t q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t i ❛ ❛❝q✉✐s ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ j✳ ❈❡tt❡ ♠♦❞❛❧✐té ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡
sé♠❛♥t✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧❡✱ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ✉♥ s②stè♠❡ ❑❉✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ♠♦❞❛❧✐té ♣♦ssè❞❡
❧✬✐♥tr♦s♣❡❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ❧✬✐♥tr♦s♣❡❝t✐♦♥ ♥é❣❛t✐✈❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝r♦②❛♥❝❡s Bi ❀ ❝❡tt❡ ♠♦❞❛❧✐té
Bi r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t i ❡t ❡st ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ss✐ à ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞é❝r✐✈❛♥t
✉♥ s②stè♠❡ ❑❉✹✺✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t i é♠❡t ♣♦✉r ✉♥❡ s♦✉r❝❡ j✱ ♥♦té❡ Ti,j ✱ ❡st
✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té ♥♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ ❡t ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣rés❡♥té❡ à ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ st❛♥❞❛r❞ ♣♦✉r ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❇■❚ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ◆✲✉♣❧❡tM = (W, {Bi}i∈N ,
{Ii,j}i,j∈N ✱ {Ti,j}i,j∈N , V ) t❡❧ q✉❡ ✿
✖ W ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❞❡ ♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❀
✖ {Bi}i∈N ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s sér✐❡❧❧❡s✱ tr❛♥s✐t✐✈❡s ❡t ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡s ❀
✖ {Ii,j}i,j∈N ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s sér✐❡❧❧❡s ❀
✖ P♦✉r t♦✉t ❛❣❡♥t i, j ∈ N ✱ Ti,j :W → 22
W
❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳
✼✽ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✈✉❡s ♣❛r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s
❈❡ ❝❛❞r❡ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡ st❛♥❞❛r❞ ♣♦✉r ❇■❚✳ ❈❡ s②stè♠❡
❛①✐♦♠❛t✐q✉❡ ❡st rés✉♠é s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✻✳
(❈P) ⊢ φ✱ ♣♦✉r t♦✉t t❤é♦rè♠❡ φ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧
(❑❉✹✺(Bi)) ⊢ φ✱ ♣♦✉r t♦✉t t❤é♦rè♠❡ φ ❞❡ ❑❉✹✺ ❛ss♦❝✐é à Bi
(❑❉(Ii,j)) ⊢ φ✱ ♣♦✉r t♦✉t t❤é♦rè♠❡ φ ❞❡ ❑❉ ❛ss♦❝✐é à Ii,j
(▼P) ❙✐ ⊢ φ⇒ ψ ❡t ⊢ φ ❛❧♦rs ⊢ ψ
(◆❡❝) ❙✐ ⊢ φ ❛❧♦rs ⊢ Biφ ❡t ⊢ Ii,jφ
(❉✉❛❧) ⊢ Ti,jφ⇔ ¬Ti,j¬φ✱ ⊢ Biφ⇔ ¬Bi¬φ✱ ❡t ⊢ Ii,jφ⇔ ¬Ii,j¬φ
(❘❊) ❙✐ ⊢ φ⇔ ψ ❛❧♦rs ⊢ Ti,jφ⇔ Ti,jψ✱ ⊢ Biφ⇔ Biψ ❡t ⊢ Ii,jφ⇔ Ii,jψ
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻ ✕ ❯♥ s②stè♠❡ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡ st❛♥❞❛r❞ ♣♦✉r ❇■❚ ✭▲✐❛✉✱ ✷✵✵✸✮
▲✐❛✉ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❛❥♦✉té❡s à s♦♥ ❝❛❞r❡ ♣♦✉r
♣❡r♠❡ttr❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ✐♥❢èr❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ♦✉ ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡
✐♥tr♦s♣❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝r♦②❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r t♦✉t ♠♦♥❞❡
w ∈ W ❡t ♣♦✉r t♦✉t ❛❣❡♥t i, j ∈ N ✿
✖ ✭♠✶✮ ∀S ∈ Ti,j : Bi ◦ Ii,j(w) ⊆ S ⇒ Bi(w) ⊆ S s✐❣♥✐✜❛♥t q✉❡ s✐ ✉♥ ❛❣❡♥t i ❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥
✉♥ ❛❣❡♥t i ❡t ❝r♦✐t q✉❡ ❝❡t ❛❣❡♥t j ❧✉✐ ❛ tr❛♥s♠✐s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ φ ❛❧♦rs ❧✬❛❣❡♥t
i ❝r♦✐t ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ❛❧♦rs tr❛❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞❛♥s
❧❡ s②stè♠❡ ✿
⊢ BiIi,jφ ∧ Ti,jφ⇒ Biφ
✖ ✭♠✷✮ Ti,j(w) =
⋂
u∈Bi(w)
Ti,j(w) tr❛❞✉✐t q✉❡ ✉♥ ❛❣❡♥t i ❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ✉♥ ❛❣❡♥t j s✐✱ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ i ❝r♦✐t q✉✬✐❧ ❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ j✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿
⊢ Ti,jφ⇔ BiTi,jφ
✭▲✐❛✉✱ ✷✵✵✸✮ ♥♦♠♠❡ ❛❧♦rs ❝❡ s②stè♠❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❇❆✳ ■❧ ♣r♦♣♦s❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬ét❡♥❞r❡
❇❆ ❡♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ s✐ ✉♥ ❛❣❡♥t i ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ✉♥ ❛✉tr❡
❛❣❡♥t j ♣♦✉r φ ❛❧♦rs ❝❡t ❛❣❡♥t i ❢❛✐t ❛✉ss✐ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à j ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥tr❛✐r❡ ¬φ✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ ❡t ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ q✉❡ s✐ ✉♥ ❛❣❡♥t ♣❡✉t ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝r♦✐r❡ ✉♥
❛❣❡♥t ♣♦✉r φ ❛❧♦rs ✐❧ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❝r♦✐r❡ ♣♦✉r s♦♥ ❝♦♥tr❛✐r❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ét❡♥❞❛♥t ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❇■❚ ❡t s♦♥t ❝♦♠♣❧❡ts ❡t ❝♦rr❡❝ts ✭▲✐❛✉✱ ✷✵✵✸✮✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s t♦✉t❡❢♦✐s q✉❡ ✭▲✐❛✉✱ ✷✵✵✸✮ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❇■❚ st❛♥❞❛r❞ ❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡♥tr❡ {Bi}i∈N ❡t {Ii,j}i,j∈N ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧✬✐♥tr♦s♣❡❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t
♥é❣❛t✐✈❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s tr❛♥s♠✐s❡s ❡t ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ✶✶✳
✶✶✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬✐♥tr♦s♣❡❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ♥é❣❛t✐✈❡ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✿
✖ ∀w, v, u ∈ W : wBiu ∧ uIi,jv ⇒ wIi,jv ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ❧♦rsq✉✬✐❧ r❡ç♦✐t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
tr❛♥s♠✐s❡ ♣❛r ✉♥ ❛❣❡♥t j✱ ❝r♦✐t q✉✬✐❧ ❛ r❡ç✉ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ tr❛♥s♠✐s❡ ❞❡ j✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st tr❛❞✉✐t❡ ❞❛♥s
❧❡ s②stè♠❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ⊢ Ii,jφ⇒ BiIi,jφ ❀
✖ ∀v, u ∈ W : wBiu∧wIi,jv ⇒ uIi,jv ❡t s✐❣♥✐✜❛♥t q✉❡ s✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t i ❛ r❡ç✉ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❞❡ j✱ ❛❧♦rs ❧✬❛❣❡♥t i ❝r♦✐t q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t i ❛ r❡ç✉ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ j✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❉❡s ❧♦❣✐q✉❡s q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✼✾
◆♦♠ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s sé♠❛♥t✐q✉❡s ❆①✐♦♠❡s s②♥t❛①✐q✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts
∗ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s st❛♥❞❛r❞s ❞❡ ❇■❚ ⊢ φ✱ ♣♦✉r t♦✉t t❤é♦rè♠❡ φ ❞❡ ❇■❚
(❇❆)
✭♠✶✮ ∀S ∈ Ti,j : Bi ◦ Ii,j(w) ⊆ S ⇒ Bi(w) ⊆ S ⊢ BiIi,jφ ∧ Ti,jφ⇒ Biφ
✭♠✷✮ Ti,j(w) =
⋂
u∈Bi(w)
Ti,j(w) ⊢ Ti,jφ⇔ BiTi,jφ
(❙❨) ✭♠✸✮ ∀S ⊆ W : S ∈ Ti,j(w) ⇒ S ∈ Ti,j(w) ⊢ Ti,jφ⇒ Ti,j¬φ
(❚❘) ✭♠✹✮
⋂
u∈Bi(w)
Tj,k(u) ⊆ Ti,k(w) ⊢ BiTj,kφ⇒ Ti,kφ
(❈❆)
T ci,j ⊆ W × 2
W : T ci,j(w, S) ss✐ ✶ ❡t ✷
⊢ T ci,jφ⇔ Bi((Ii,j ⇒ Bjφ) ∧ (Bjφ⇒ φ))1)∀u ∈ Bi(w), Ii,j(u) ⊆ S ⇒ Bj(u) ⊆ S
2)∀u ∈ Bi(w) : Bj(u) ⊆ S ⇒ u ∈ S
✭♠✺✮ Ti,j(w) ⊆ T ci,j(w) ⊢ Ti,jφ⇒ T
c
i,jφ
(■❈) ✭♠✻✮ Bi ◦ Ii,j ≡ Ii,j ⊢ Ii,jφ⇔ BiIi,jφ
❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳✸ ✕ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡s ❢♦♥❞és s✉r ❇■❚ ✭▲✐❛✉✱ ✷✵✵✸✮
❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣❛s ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s sé♠❛♥t✐q✉❡s ❝❛r✱ s❡❧♦♥ ❧✉✐✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡
❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❛tt❛q✉❡s ❞❡ ❧✬❤♦♠♠❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ✶✷✱ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡♠❜❧❡
♣r♦✈❡♥✐r ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ s♦✉r❝❡ j ♠❛✐s ❡♥ ré❛❧✐té ♣r♦✈✐❡♥t ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ s♦✉r❝❡ q✉❡ j✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥
❛❣❡♥t ✈✐❣✐❧❛♥t ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s ❝r♦✐r❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ été ré❡❧❧❡♠❡♥t tr❛♥s♠✐s❡ ♣❛r ❝❡tt❡ s♦✉r❝❡
j✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ▲✐❛✉ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❛✉tr❡ s②stè♠❡✱ ♥♦♠♠é ❧❡ s②stè♠❡ ■❈ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r
❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ Ii,jφ ≡ BiIi,jφ✳ ▲✐❛✉ ✐♥tè❣r❡✱ ❞❛♥s s♦♥ s②stè♠❡ ♥♦♠♠é
❈❆ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣r✉❞❡♥t❡✱ ♥♦té❡ T ci,j ✱ ❡t ❞é✜♥✐t ♣❛r ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ✿
T ci,jφ
△
= Bi((Ii,j ⇒ Bjφ) ∧ (Bjφ⇒ φ))
❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣r✉❞❡♥t❡✱ s❡ tr❛❞✉✐t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t i ❝r♦✐t q✉❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ r❡ç♦✐t
✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ j✱ ❧✬❛❣❡♥t j ❝r♦✐t ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛❣❡♥t j ❝r♦✐t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱
❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❥✉st❡✳ ❯♥ ❛❣❡♥t ❡st ♣r✉❞❡♥t s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ❝❡t ❛❣❡♥t✱
❧♦rsq✉✬✐❧ ❛❝❝♦r❞❡ s❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ❧❡ ❢❛✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣r✉❞❡♥t❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
Ti,j(w) ⊆ T
c
i,j(w) ❡st ✈ér✐✜é❡✳ ❊♥✜♥✱ ▲✐❛✉ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❇■❚ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r
❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❛♣♣❡❧é t❤è♠❡ ✶✸✳
❈♦♥✜❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞❡s t❤è♠❡s
❯♥ t❤è♠❡ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛②❛♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❡♥ ❝♦♠♠✉♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✓ ❝❤❛♥❣❡r ❧❛ ❝♦✉rr♦✐❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✔✱ ✓ ✐♥st❛❧❧❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❢r❡✐♥❛❣❡ ✔✱
✓ ❝❤❛♥❣❡r ❧❛ ❝❛rr♦ss❡r✐❡ ✔ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ❛✉ t❤è♠❡ ❞❡ ❧❛ ré♣❛r❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s
❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s ❡①♣r✐♠❛♥t ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❤è♠❡ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ✭❉❡♠♦❧♦♠❜❡ ❛♥❞ ❏♦♥❡s✱ ✶✾✾✾✮
q✉✐ ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té A(t,′ φ′) s✐❣♥✐✜❛♥t q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ φ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ t❤è♠❡ t✳
❡st tr❛❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ⊢ ¬Ii,jφ⇒ Bi¬Ii,jφ✳
✶✷✳ ▼❛♥ ■♥ ❚❤❡ ▼✐❞❞❧❡ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✳
✶✸✳ ❚♦♣✐❝s ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✳
✽✵ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✈✉❡s ♣❛r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✼ ✕ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✭❍❡r③✐❣ ❛♥❞ ▲♦♥❣✐♥✱ ✷✵✵✵✮
❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❤è♠❡ ♣❡r♠❡t à ✭❍❡r③✐❣ ❛♥❞ ▲♦♥❣✐♥✱ ✷✵✵✵✮ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡
ré✈✐s✐♦♥ ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ✉♥ t❤è♠❡
❞♦♥♥é✳ ❈❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞♦✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♥t❡♥✐r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✼✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿
✖ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣ét❡♥❝❡ q✉✐ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❡s s✉❥❡ts ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✉♥ ❛❣❡♥t ❡st
❝♦♠♣ét❡♥t ❀
✖ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉❥❡t q✉✐ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❡t ❧❡✉rs s✉❥❡ts ❞❡ t❤è♠❡ ❀
✖ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❢❛✐t ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s t❤è♠❡s ❡t ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❛✛❡❝té❡s ♣❛r ❝❡ t❤è♠❡✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞✬✐♥❢♦r♠❡r ❞✬❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ré❞✐❣❡r ✉♥ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ❡t❝✳
✭❉❛st❛♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮ r❡♣r❡♥❞ ❝❡s tr❛✈❛✉① ❡t ❧❡s ✐♥tè❣r❡ ❛✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❇■❚ ❞❡ ▲✐❛✉✳ ❈❡tt❡
♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❤è♠❡ ❧❡✉r ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ❛❝❝♦r❞❡ s✉r ✉♥ t❤è♠❡
❞♦♥♥é✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥ ❛❣❡♥t ♣❡✉t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❢❛✐r❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t s✉r ❧❡ t❤è♠❡ ❞❡ ❧❛
ré♣❛r❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡ ♠❛✐s ♣❛s s✉r ❧❡ t❤è♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✳ ❙✐ ✉♥ ❛❣❡♥t ❡st ❝♦♠♣ét❡♥t s✉r
✉♥ t❤è♠❡ ❡t q✉✬✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❝❡ t❤è♠❡✱ ❛❧♦rs ❧✬❛❣❡♥t ✐♥❢♦r♠é ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
✈❛ ❝r♦✐r❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❱ér✐✜❡r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣❛r ❧❡ q✉❡st✐♦♥♥❡♠❡♥t
✭❉❛st❛♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮ ♣r♦♣♦s❡ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣❛r ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ q✉❡s✲
t✐♦♥♥❡♠❡♥ts✳ ■❧ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❇■❚ ♣rés❡♥té ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ✐♥tè❣r❡ ✉♥❡
♠♦❞❛❧✐té ♥♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ Qi,jφ s✐❣♥✐✜❛♥t q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t i q✉❡st✐♦♥♥❡ ✉♥ ❛❣❡♥t j s✉r ❧❛ ✈ér✐té ❞✬✉♥❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ φ✳ ■❧ ❝♦♥tr❛✐♥t s♦♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ à ♣♦✉✈♦✐r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ s✐ ✉♥ ❛❣❡♥t
i q✉✐ q✉❡st✐♦♥♥❡ ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t j s✉r ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ φ q✉❡ i ❝r♦✐t ✈r❛✐❡ ❡t q✉❡ i ❝r♦✐t q✉❡ j
❧✉✐ ❛ tr❛♥s♠✐s ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ φ✱ ❛❧♦rs ❧✬❛❣❡♥t i ❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ j s✉r φ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✐❧ r❡♥❞ ✈❛❧✐❞❡
❞❛♥s s♦♥ s②stè♠❡✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ⊢ Qi,jφ ∧ Biφ ∧ BiIi,jφ ⇒ Ti,jφ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛✉ss✐ q✉❡
s✐ ✉♥ ❛❣❡♥t i q✉❡st✐♦♥♥❡ ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t j s✉r ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ φ q✉❡ i ❝r♦✐t ❢❛✉ss❡ ❡t q✉❡ i ❝r♦✐t
q✉❡ j ❧✉✐ ❛ tr❛♥s♠✐s ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ φ✱ ❛❧♦rs ❧✬❛❣❡♥t i ♥✬❛ ♣❛s ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ j s✉r φ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
⊢ Qi,jφ ∧Bi¬φ ∧BiIi,jφ⇒ ¬Ti,jφ✳ ❉❛st❛♥✐ ❡t ❛❧✳ ❝♦♠❜✐♥❡♥t ❛❧♦rs ❧❡ ❝❛❞r❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❡①♣r✐♠❛♥t ❧❛
❉❡s ❧♦❣✐q✉❡s q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✽✶
❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡t ❧❡s t❤è♠❡s ♠❡♥t✐♦♥♥és ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡t ✐♥tè❣r❡ à ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❧❡ q✉❡st✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣♦✉r
♣❡r♠❡ttr❡ ❛✉① ❛❣❡♥ts ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r s✬✐❧s ♣❡✉✈❡♥t ❢❛✐r❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♦✉ ♥♦♥ à ✉♥ ❛❣❡♥t ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ré♣♦♥s❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧✬❛❣❡♥t✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣rés❡♥té ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❧♦❣✐q✉❡s q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❛✐❡♥t ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡
❡t s❡s ❧✐❡♥s ❡①✐st❛♥t ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ét❛ts ♠❡♥t❛✉① ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
♣rés❡♥té ❞❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ q✉✐ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛✐❡♥t ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❜✐♥❛✐r❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❝❡s tr❛✈❛✉①✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✉♣♣♦sé q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ♥❡ ♣♦✉✈❛✐t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❛❝❝♦r❞❡r ♦✉ ♥❡
♣❛s ❛❝❝♦r❞❡r s❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡t ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s
❧♦❣✐q✉❡s q✉✐ ♠♦❞é❧✐s❡♥t ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ♥♦♥ ♣❧✉s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡✱ ♠❛✐s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❞❡❣ré
❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ❛❝❝♦r❞❡ ❡♥✈❡rs ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t✳
✷✳✷✳✸ ❈♦♥✜❛♥❝❡ ❣r❛❞✉é❡ ❡t ♠✉❧t✐✲✈❛❧✉é❡
✭❋❛❧❝♦♥❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ✢♦✉❡ ♦ù ❧❛
❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡st ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ 0 ❡t 1✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r 0 s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ♥✬❡st ♣❛s ❞❡
❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡t 1 ♣♦✉r ✉♥ ❛❣❡♥t ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ P♦✉r é✈❛❧✉❡r ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ✉♥ ❛❣❡♥t é✈❛❧✉❡ ❧❛
❝♦♥✜❛♥❝❡ q✉✬✐❧ ❛ ❡♥✈❡rs ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❝r✐tèr❡s s✉❜❥❡❝t✐❢s ❝♦♠♠❡ ✿
✶✳ s❛ ❝❛♣❛❝✐té à ❜✐❡♥ ❛❣✐r ♦✉ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ✜❛❜❧❡ ❀
✷✳ s❛ ✈♦❧♦♥té ❞✬❛❣✐r ♦✉ ❞✬êtr❡ ✜❛❜❧❡ ❞❛♥s s❡s ré♣♦♥s❡s ❀
✸✳ s❛ ♠❛❧❤♦♥♥êt❡té ❀
✹✳ ❧✬♦♣♣♦rt✉♥✐té r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t ❞✬❛❝❝♦r❞❡r s❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❀
✺✳ ❧❡ ❞❛♥❣❡r r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t ❞✬❛❝❝♦r❞❡r s❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳
❯♥❡ ❢♦✐s ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❢❛✐t❡✱ ❧✬❛❣❡♥t ❛❣rè❣❡ ❝❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❡t é✈❛❧✉❡ q✉❡❧ ❞❡❣ré ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✐❧ ❛❝❝♦r❞❡ à ❧✬❛✉tr❡ ❛❣❡♥t✳
P❧✉tôt q✉❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ✢♦✉❡ ❝♦♠♠❡ ✭❋❛❧❝♦♥❡ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✷✮✱ ❞✬❛✉tr❡s tr❛✈❛✉① r❡♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❣r❛❞✉é❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♠♦✲
❞❛❧❡ ✭❉❡♠♦❧♦♠❜❡✱ ✷✵✵✹❀ ❉❡♠♦❧♦♠❜❡✱ ✷✵✵✾✮✳ ▲❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡st ❛❧♦rs ✐♥t❡r♣rété❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡
❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ❣r❛❞✉é❡ ❡♥ ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ♦r❞♦♥♥és ❞❡ 1 à n✳ ❉❡♠♦❧♦♠❜❡ ❞é✜♥✐t ✉♥ ♠♦❞è❧❡
M = (W, {Bi}i∈N , {B
g
i }
g∈[|1,n|]
i∈N , {R
g}g∈[|1,n|], V ) ♦ù ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {Bi}i∈N ❡st
✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ Bi ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t i ∈ N ✳ ➚ ❝❤❛q✉❡
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ g ∈ [|1, n|] ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t i ❡st ❛ss♦❝✐é ✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té Bgi q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡
❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ g✳ ❈❡tt❡ ♠♦❞❛❧✐té ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡ Bg∈[|1,n|]i : W → 2
2W ✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ♠♦❞❛❧✐té Bi ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬❛❣❡♥t ♥❡ st❛t✉t
♣❛s ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡✱ ❧❛ ♠♦❞❛❧✐té Bgi st❛t✉t ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❧✉s
❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❝♦♥s✐❞éré ❡st é❧❡✈é ❡t ♣❧✉s ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡ ❡st ❢♦rt❡ ♣♦✉r ❧✬❛❣❡♥t✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ✐❧ ❞é✜✲
♥✐t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ φ ⇒h ψ sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ X ⊆ W ❞❡
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ✿
∀w ∈ X :M, X,w |= φ⇒h ψ ss✐ |ψ|X ∈ Rh(w, |φ|X), ♦ù |φ|X = {v ∈ X :M, X, v |= φ}
✽✷ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✈✉❡s ♣❛r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s
❈❡t ♦♣ér❛t❡✉r r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡X ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ h✱ s✐ φ ❡st ✈r❛✐❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ψ ❡st ❛✉ss✐ ✈r❛✐❡✳ ❈❡tt❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s r❡✈✐❡♥t à é❝r✐r❡
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❧♦rsq✉❡ X =W ✱M,W, w |= φ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱M, w |= φ✳ ▲❡ ❝♦♥t❡①t❡
♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ♣ré❝✐s❡r ❞❛♥s q✉❡❧ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ✿
∀w ∈ X :M, X,w |= Biφ ss✐ ∀v ∈ Bi(w) :M,Bi(w), v |= φ
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ❧❛ ♠♦❞❛❧✐té ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ❣r❛❞✉é❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿
∀w ∈ X :M, X,w |= Bgi φ ss✐ |φ|Bi(w) ∈ B
g
i (w)
❆✐♥s✐ ♣♦✉r ❉❡♠♦❧♦♠❜❡✱ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ g s❡ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ❞❡
♥✐✈❡❛✉ g q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ φj ❡st ✈r❛✐❡✱ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ψj ❡st ❛✉ss✐ ✈r❛✐❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
❞❡❣ré ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ h✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿
Trustgi,j(φj , ψj)
△
= Bgi (φj ⇒
h ψj)
❙✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✭▲♦r✐♥✐ ❛♥❞ ❉❡♠♦❧♦♠❜❡✱ ✷✵✵✽✮ ♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sé ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❣r❛❞✉é❡ ❡♥ ❧❛ ❞é❧é❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❛❝❤❡ α ♣❛r ✉♥ ❛❣❡♥t i à ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t j✳ ❈❡tt❡
♥♦t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t i ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ r❡♥❞r❡ ✈r❛✐ ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ φ ❡t
❝r♦✐t q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡❣ré g✱ q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t j ❡♥ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❡t ❡♥ ❛ ❜✐❡♥ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❡r
❧❛ t❛❝❤❡ α q✉✐ ❛♠è♥❡r❛ à φ✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡st ❛❧♦rs ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ✿
Trustgi,j(α, φ)
△
= AGoaliφ ∧B
g
i (Afterj:αφ ∧Doesj:α⊤)
■❝✐✱ AGoaliφ ❡st ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t i ❛ ❜✐❡♥ ❧❡ ❜✉t ❞❡ r❡♥❞r❡ ✈r❛✐ φ✱ Afterj:αφ
✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té q✉✐ ❞é❝r✐t q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t j ❛♣rès ❛✈♦✐r ❡①é❝✉té ❧✬❛❝t✐♦♥ α ❛♠è♥❡ φ à ✈r❛✐ ❡t Doesj:α⊤
❧❛ ♠♦❞❛❧✐té q✉✐ ❞é❝r✐t ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞❡ j ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ α✳
❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❛s♣❡❝ts ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣♦✉✈❛✐❡♥t êtr❡ ❡①♣r✐♠és
❛✈❡❝ ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❡s ❝♦♠♣ét❡♥❝❡s ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛
❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t à ❛❣✐r ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s
s♦♥t ❛✉ss✐ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡s ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t ❞✬❛❝❝♦r❞❡r
s❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ s✐ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❞✐✛ér❡♥ts ét❛ts ♠❡♥t❛✉① ♣♦✉✈❛♥t
êtr❡ ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ✉♥❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s✱ ♦✉ ❧❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s✱ ♥♦✉s
♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ♣rés❡♥té ❞❡ tr❛✈❛✉① ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ♥♦t✐♦♥s
s✬❡♥ r❛♣♣r♦❝❤❛♥t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠❡♥s♦♥❣❡✱ ❧❛ ♠❛❧❤♦♥♥êt❡té✱ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡✱ ♦✉ ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❝❡s ♥♦t✐♦♥s✳
❉❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✽✸
✷✳✸ ❉❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
P❡✉ ❞❡ tr❛✈❛✉① s❡ s♦♥t ✐♥tér❡ssés à ❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❧❛ ❞é✜♥✐ss♦♥s à ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳ ◗✉❡❧q✉❡s tr❛✈❛✉① s❡ s♦♥t ✐♥tér❡ssés à ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ♣r♦❝❤❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠❡♥s♦♥❣❡✱ ❧❛
tr♦♠♣❡r✐❡✱ ❧❛ ♠❛❧❤♦♥♥êt❡té✱ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡✱ ♦✉ ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ ♠❛✐s ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ❧❛ ♠❛✲
♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉
♠❡♥s♦♥❣❡✱ ♣✉✐s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❧❤♦♥♥êt❡té✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♠❛✲
♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ❞✬✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❡r✱ ♥♦✉s ♣♦rt♦♥s ✉♥ r❡❣❛r❞ s✉r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s
q✉✐ s❡ s♦♥t ✐♥tér❡ssé❡s à r❡♣rés❡♥t❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❡t ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s
tr❛✈❛✉① ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡✳
✷✳✸✳✶ ❘❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ ♠❡♥s♦♥❣❡ ❡t ❧❛ ♠❛❧❤♦♥♥êt❡té
▼❡♥t✐r ❡st ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t i ❞✬✐♥❢♦r♠❡r ✉♥ ❛❣❡♥t j s✉r q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ❛✜♥ q✉❡ j ❧❡
❝r♦✐t ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t i ❝r♦✐t ❡♥ s♦♥ ❝♦♥tr❛✐r❡ ✭❱❛♥ ❉✐t♠❛rs❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❀ ❙❛❦❛♠❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮✳
✭❱❛♥ ❉✐t♠❛rs❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞♦①❛st✐q✉❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té ♣♦✉r
❞é❝r✐r❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❛♥♥♦♥❝❡s ♣r✐✈é❡s q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ♠❡♥s♦♥❣❡✳ ✭❙❛❦❛♠❛ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✺✮ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♠♦❞❛❧❡ ❡t ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉①
❛❣❡♥ts✱ ✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té ❞✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❞❡s ♥♦t✐♦♥s
❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠❡♥s♦♥❣❡✱ ❧❡ ❜❛r❛t✐♥❛❣❡✱ ❧❛ ❞✐ss✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡✳
❯♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♠❡♥s♦♥❣❡ ❞❡ ❍❛♥s ❱❛♥ ❉✐t♠❛rs❝❤
✭❱❛♥ ❉✐t♠❛rs❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♠❡♥s♦♥❣❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞✬❛♥♥♦♥❝❡r ♣✉❜❧✐q✉❡♠❡♥t
q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ❞❡ ❢❛✉①✳ ■❧ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❧✬❛♥♥♦♥❝❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ ❛❞❛♣té ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
❧♦❣✐q✉❡ ❞♦①❛st✐q✉❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ t❡❧ q✉❡ ♣rés❡♥té à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✽ r❡♣rés❡♥t❡ s♦♥
♠♦❞è❧❡ ❞✬❛❝t✐♦♥ ♦ù p ❡st✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❛♥♥♦♥❝❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ ✿ ✓ ❧✬❛❝❝✉sé ét❛✐t s✉r ❧❛ s❝è♥❡ ❞✉ ❝r✐♠❡ ✔✳
❉❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛❝t✐♦♥✱ ❍❛♥s ✈❛♥ ❉✐t♠❛rs❝❤ ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ s❡s ❛❣❡♥ts s♦♥t ❝ré❞✉❧❡s ❡t
✈♦♥t ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❝r♦✐r❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❛♥♥♦♥❝❡ ✿ q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ✈r❛✐❡ ♦✉ ❢❛✉ss❡✳ ❆✐♥s✐✱
❧♦rsq✉❡ ❧✬❛♥♥♦♥❝❡ p ❡st ❢❛✐t❡✱ t♦✉s ❧❡s ❛❣❡♥ts ❞✉ s②stè♠❡ ❝r♦✐t ❝❡tt❡ ❛♥♥♦♥❝❡✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽ ✕ ▼♦❞è❧❡ é✈é♥❡♠❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♠❡♥s♦♥❣❡ ✭❱❛♥ ❉✐t♠❛rs❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮
■❧ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ Lll✱ ♣♦✉r t♦✉t ❛❣❡♥t i ∈ N ✿
φ ::= p|φ1 ∧ φ2|¬φ|⊤|⊥|Biφ|[‡φ1]φ2|[!φ1]φ2|[➼φ1]φ2
▲✬♦♣ér❛t❡✉r [!φ]ψ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ψ ❡st ✈r❛✐❡ ❛♣rès ❧✬❛♥♥♦♥❝❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ φ ❡t [➼φ]ψ s✐❣♥✐✜❡
q✉❡ ψ ❡st ✈r❛✐❡ ❛♣rès ❧✬❛♥♥♦♥❝❡ ❞✉ ♠❡♥s♦♥❣❡ φ ❡t [‡φ]ψ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ψ ❡st ✈r❛✐❡ ❛♣rès
❧✬❛♥♥♦♥❝❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ ❞❡ φ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ✈r❛✐❡ ❛♣rès ❧❡ ♠❡♥s♦♥❣❡ φ✳ ❙✐ M = (W, {Bi}i∈N , V ) ❡st
✽✹ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✈✉❡s ♣❛r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s
✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞♦①❛st✐q✉❡ ❡t Ap = (Wα, {Bαi }i∈N , I
α, Pα) s♦♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❛❝t✐♦♥ t❡❧ q✉❡ ❞é❝r✐t ♣❛r
❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✽ ♦ù p ♣❡✉t✲êtr❡ s✉❜st✐t✉é à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧❡ φ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s Wα = {0, 1}
♦ù ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t 0 r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♠❡♥s♦♥❣❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ 1 r❡♣rés❡♥t❡
❧✬❛♥♥♦♥❝❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ st❛♥❞❛r❞✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ Lll ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
✶✳ M, w |= Biφ ss✐ ∀v ∈ W : wBiv,M, v |= φ
✷✳ M, w |= [!φ]ψ ss✐ (M, {w})⊗ (Aφ, {1}), (w, 1) |= ψ
✸✳ M, w |= [φ]ψ ss✐ (M, {w})⊗ (Aφ, {0}), (w, 0) |= ψ
✹✳ M, w |= [‡φ]ψ ss✐ (M, {w})⊗(Aφ, {0, 1}), (w, 0) |= ψ ❡t (M, {w})⊗(Aφ, {0, 1}), (w, 1) |= ψ
❈❡tt❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡ rés✉♠é s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✾✱ ❧✬❛♥♥♦♥❝❡
♠❛♥✐♣✉❧❛tr✐❝❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ❛❧♦rs ♣❛r [‡φ]ψ ❡t ♣❛r ❆①✵✱ [‡φ]ψ ⇔ [!φ]ψ ∧ [➼φ]ψ✳ ▲❛ rè❣❧❡ ❆✶ ❞é❝r✐t
q✉❡ s✐ ✉♥❡ ❛♥♥♦♥❝❡ ♣✉❜❧✐q✉❡ φ ❛♠è♥❡ ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ p✱ ❛❧♦rs s✐ φ ❡st ✈r❛✐❡✱ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t p
❛✉ss✐ ❡t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ [!φ]p⇔ φ⇒ p ❡st ❛❧♦rs ✉♥❡ t❛✉t♦❧♦❣✐❡ ❞✉ s②stè♠❡✳
(❈P) ⊢ φ✱ ♣♦✉r t♦✉t t❤é♦rè♠❡ φ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧
(❆①✵) ⊢ [‡φ]ψ ⇔ [!φ]ψ ∧ [➼φ]ψ
(❆✶) ⊢ [!φ]p⇔ φ⇒ p
(❆✷) ⊢ [!φ]¬ψ ⇔ φ⇒ ¬[!φ]ψ
(❆✸) ⊢ [!φ](ψ1 ∧ ψ2)⇔ [!φ]ψ1 ∧ [!φ]ψ2
(❆✹) ⊢ [!φ]Biψ ⇔ φ⇒ Bi[!φ]ψ
(▲✶) ⊢ [➼φ]p⇔ ¬φ⇒ p
(▲✷) ⊢ [➼φ]¬ψ ⇔ ¬φ⇒ [➼φ]ψ
(▲✸) ⊢ [➼φ](ψ1 ∧ ψ2)⇔ [➼φ]ψ1 ∧ [➼φ]ψ2
(▲✹) ⊢ [➼φ]Biψ ⇔ ¬φ⇒ Bi[➼φ]ψ
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✾ ✕ ❙②stè♠❡ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡ s✐♠♣❧✐✜é ❞❡ ✭❱❛♥ ❉✐t♠❛rs❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮
❙✐ ✭❱❛♥ ❉✐t♠❛rs❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞♦①❛st✐q✉❡s ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡
♠❡♥s♦♥❣❡✱ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡ ❞é❢❛✐t ❞❡ ❝❡t ❛s♣❡❝t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡t ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡
♠❡♥s♦♥❣❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ♠♦❞❛❧✐tés ♥♦r♠❛❧❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡✱ ❧❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s
❡t ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❛❣❡♥ts✳
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❧❤♦♥♥êt❡té ❞❡ ❙❛❦❛♠❛ ❡t ❛❧✳
✭❙❛❦❛♠❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮ ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❧❤♦♥♥êt❡té ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧s ❝❛r❛❝✲
tér✐s❡♥t ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ♠❡♥s♦♥❣❡✱ ❞❡ ❜❛r❛t✐♥❛❣❡✱ ❞❡ ❞✐ss✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❞❡ tr♦♠♣❡r✐❡✱
♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ❞❡♠✐✲✈ér✐té✳ P♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡s ♥♦t✐♦♥s✱ ✐❧s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡
❇■❈✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❝♦♥s✐❞èr❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❛❣❡♥t i, j ∈ N ✱ ❞❡s ♠♦❞❛❧✐tés ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡s
Bi✱ ❞✬✐♥t❡♥t✐♦♥s Ii ❡t ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ♥♦té❡ Ci,j ✱ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t i ✈❡rs ✉♥ ❛❣❡♥t j✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡
❡st ✉♥ ◆✲✉♣❧❡t M = (W, {Bi}i∈N , {Ii}i∈N ✱ {Ci,j}i,j∈N , V ) ❛✈❡❝ W ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥✲✈✐❞❡ ❞❡
♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ {Bi}i∈N ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s sér✐❡❧❧❡s✱ tr❛♥s✐t✐✈❡s ❡t ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡s✱ {Ii}i∈N
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s sér✐❡❧❧❡s ❡t {Ci,j}i,j∈N , ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ sér✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡
❉❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✽✺
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡s ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs Bi✱ Ii ❡t Ci,j ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✭❙❛❦❛♠❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮ ❝♦♥s✐✲
❞èr❡♥t ❧✬✐♥tr♦s♣❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞❛❧✐tés ❞✬✐♥t❡♥t✐♦♥s✱ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡s✳ ❆✐♥s✐✱
❝❡s r❡❧❛t✐♦♥s s♦♥t t❡❧❧❡s q✉❡ ✿
✖ ∀w, v, u ∈ W : wBiu ∧ uCi,jv ⇒ wCi,jv
✖ ∀w, v, u ∈ W : wBiu ∧ wCi,jv ⇒ uCi,jv
✖ ∀w, v, u ∈ W : wBiu ∧ uIiv ⇒ wIiv
✖ ∀w, v, u ∈ W : wBiu ∧ wIiv ⇒ uIiv
✖ ∀w, v, u ∈ W : wIiu ∧ uCi,jv ⇒ wIiv
✖ ∀w, v, u ∈ W : wIiu ∧ wCi,jv ⇒ uCi,jv
✭▼❛❤♦♥✱ ✷✵✵✽✮ ❞é✜♥✐t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ♠❡♥s♦♥❣❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝r♦✐r❡ ✉♥❡ ❢❛✉ss❡
❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ à ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ s♦✐t ❝r✉❡ ❝♦♠♠❡ ✈r❛✐❡
♣♦✉r ❧✬❛✉tr❡ ♣❡rs♦♥♥❡✳ ✭❙❛❦❛♠❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮ r❡♣r❡♥♥❡♥t ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ♠❡♥s♦♥❣❡ s✐♠♣❧❡ ♣❛r ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ✿
SimpleLiei,j(φ)
△
= Ci,jφ ∧Bi¬φ ∧ IiBjφ
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✭▼❛❤♦♥✱ ✷✵✵✽✮ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛✉ss✐ q✉❡ ♠❡♥t✐r à ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐
❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝r♦✐r❡ à ❧✬✐♥t❡r❧♦❝✉t❡✉r q✉❡ ❧❡ ❧♦❝✉t❡✉r ❝r♦✐t ❝❡ q✉✬✐❧ ❛✣r♠❡✱ ♦✉ ❜✐❡♥
❝r♦✐r❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ❡st ❝r✉❡ ❝♦♠♠❡ ✈r❛✐❡ ♣❛r ❧❡ ❧♦❝✉t❡✉r✳ ❆✐♥s✐✱ ✭❙❛❦❛♠❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮
❞é❝r✐✈❡♥t ❛✉ss✐ ❧❡ ♠❡♥s♦♥❣❡ ❝♦♠♠❡ ✿
Lie∗i,j(φ)
△
= SimpleLiei,j(φ) ∨ (Ci,jφ ∧Bi¬φ ∧ IiBjBiφ)
➚ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠❡♥s♦♥❣❡✱ ✐❧s ❛❥♦✉t❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠❡♥s♦♥❣❡ ♣❛r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛❣❡♥t
♠❡♥t❡✉r i ❛ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝r♦✐r❡ ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ φ ♣❛r ❞é❞✉❝t✐♦♥ à s♦♥ ✐♥t❡r❧♦❝✉t❡✉r✳ ■❝✐✱
❧✬❛❣❡♥t ♠❡♥t❡✉r ♠❡♥t ❛❧♦rs s✉r ✉♥❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ q✉✬✐❧ ♥❡ ❝r♦✐t ♣❛s σ✱ ♠❛✐s ❝r♦✐t q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥
✈❛ ❛♠❡♥❡r s♦♥ ✐♥t❡r❧♦❝✉t❡✉r à ❝r♦✐r❡ φ✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ✿
O − Lie∗i,j(σ, φ)
△
= IiBjφ ∧ ¬BiBjφ ∧BiBj(σ ⇒ φ) ∧Bi¬σ ∧ Ci,jφ
❉✬❛✉tr❡s ♥♦t✐♦♥s s♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❜❛r❛t✐♥❛❣❡ q✉✐ ❞é❝r✐t ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r
✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ φ ❞♦♥t ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t ❝♦♠♠✉♥✐q✉❛♥t i ❝r♦✐t φ ♦✉ ❝r♦✐t ❡♥ s♦♥
❝♦♥tr❛✐r❡ ¬φ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ✿
BSi,j(φ)
△
= Ci,jφ ∧ ¬Biφ ∧ ¬Bi¬φ
❙❛❦❛♠❛ ❡t ❛❧✳ ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ❧❛ ❞✐ss✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t i
❛✐t ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ré✈é❧❡r ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ φ ❞♦♥t i ❝r♦✐t ❝♦♠♠❡ ✈r❛✐❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿
WIi,j(φ)
△
= ¬Ci,jφ ∧Biφ ∧ Ii¬Bjφ
❊♥✜♥✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♠✐✲✈ér✐té ❝♦♥s✐st❡ à ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❝r♦②♦♥s ❝♦♠♠❡
✽✻ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✈✉❡s ♣❛r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s
✈r❛✐❡ ❛✜♥ ❞✬✐♥❞✉✐r❡ ❧✬❛✉tr❡ ❡♥ ❡rr❡✉r ❡♥ ❥♦✉❛♥t s✉r ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❝❤❡③ ❧✬✐♥t❡r❧♦❝✉t❡✉r✳
❊❧❧❡ ❡st ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✿
HTi,j(φ, ψ)
△
= (Ci,jφ ∧Biφ ∧ IiBjφ) ∧ ¬BiBjψ ∧BiBj(φ⇒ ψ) ∧Bi¬ψ ∧ ¬Ci,j¬ψ ∧ IiBjψ
▲❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ♣ré❞✐❝❛t (Ci,jφ∧Biφ∧ IiBjφ) ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ✐♥t❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s
❧❡✉r s②stè♠❡✱ ✐❧s ♠♦♥tr❡♥t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ q✉❡ ♠❡♥t✐r s✉r ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ φ t♦✉t ❡♥ ❛②❛♥t ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥
❞✬êtr❡ s✐♥❝èr❡ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❡t ❞é❞✉✐s❡♥t ❛❧♦rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡ |= (Ci,jφ∧Biφ∧IiBjφ)∧LieBi,j(φ)⇒ ⊥✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❙❛❦❛♠❛ ❡t ❛❧✳ ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ❞❡s ♠❛①✐♠❡s ♣♦✉r ❞❡s ❛❣❡♥ts ♠❛❧✐♥t❡♥t✐♦♥♥és✳ ❊♥ s❡
❢♦♥❞❛♥t s✉r ❧❡s ♠❛①✐♠❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r P❛✉❧ ●r✐❝❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥ ✭●r✐❝❡✱ ✶✾✾✶✮✱ ✐❧s ❝♦♥s✐✲
❞èr❡♥t q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ♠❛❧❤♦♥♥êt❡ ❡t r❛t✐♦♥♥❡❧ ❞♦✐t s✉✐✈r❡ ❧❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳ ❯♥ ❛❣❡♥t ♠❛❧❤♦♥♥êt❡✱
♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ s❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞♦✐t r❡s♣❡❝t❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ✿
✶✳ P❧✉s ♣❡t✐t ❧❡ ♠❡♥s♦♥❣❡ ❡st✱ ♠✐❡✉① ❝✬❡st ❀
✷✳ P❧✉s ♣❡t✐t ❧❡ ❜❛r❛t✐♥❛❣❡ ❡st✱ ♠✐❡✉① ❝✬❡st ❀
✸✳ P❧✉s ♣❡t✐t ❧❛ ❞✐ss✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st✱ ♠✐❡✉① ❝✬❡st✳
➚ ❝❡s tr♦✐s ♠❛①✐♠❡s✱ ✐❧s ❛❥♦✉t❡♥t ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ♣r✐♦r✐té s✉r ❧✬✉s❛❣❡ ❞✉ ♠❡♥s♦♥❣❡✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉
❜❛r❛t✐♥❛❣❡ ❡t à ❧❛ ❞✐ss✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✿
✶✳ ◆❡ ♠❡♥s ❥❛♠❛✐s s✐ t✉ ♣❡✉① ♣❛r✈❡♥✐r à t❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ♣❛r ❧❡ ❜❛r❛t✐♥❛❣❡ ❀
✷✳ ◆❡ ♠❡♥s ❥❛♠❛✐s ♦✉ ♥❡ ❜❛r❛t✐♥❡ ❥❛♠❛✐s s✐ t✉ ♣❡✉① ♣❛r✈❡♥✐r à t❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❡♥ ❞✐ss✐♠✉❧❛♥t
❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❀
✸✳ ◆❡ ♠❡♥s ❥❛♠❛✐s✱ ♦✉ ♥❡ ❜❛r❛t✐♥❡ ❥❛♠❛✐s✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡✱ ♥❡ ❞✐ss✐♠✉❧❡ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✐ t✉
♣❡✉① ♣❛r✈❡♥✐r à t❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ♣❛r ✉♥❡ ❞❡♠✐✲✈ér✐té✳
❈❡s tr❛✈❛✉① ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ❞♦♥❝ ❧❡ ♠❡♥s♦♥❣❡✱ ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡ ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠❛❧❤♦♥♥ê✲
t❡té✳ ❖r✱ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ❞✬✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❡r t♦✉t ❡♥ ❞✐ss✐♠✉❧❛♥t ❝❡tt❡
✐♥t❡♥t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ♣♦rt❛♥t s✉r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❡t
❝❡✉① s✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡✳
✷✳✸✳✷ ❘❡♣rés❡♥t❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❡t ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡
▲✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❡st ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ❞✬❛♠❡♥❡r ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t
à s✬❛ss✉r❡r q✉❡ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ s♦✐t ✈r❛✐✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ♣♦rt❡r s✉r ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥
❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❞✬❛✉tr❡s ét❛ts ♠❡♥t❛✉① ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s✱ ❧❡s ❞és✐rs✱ ♦✉ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t
✐♥✢✉❡♥❝é✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ s❡✉❧ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❛s♣❡❝t ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ❧❛ ❧✐tté✲
r❛t✉r❡✳✭▲♦r✐♥✐ ❛♥❞ ❙❛rt♦r✱ ✷✵✶✻✮ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❘❙❚■❚✱ ♣rés❡♥té❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✱ ♣♦✉r
❞é✜♥✐r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t i s✬❛ss✉r❡ q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t j ré❛❧✐s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r ❧✬❛❝t✐♦♥
❛tt❡♥❞✉❡ ♣❛r ❧✬❛❣❡♥t i✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿
[infl]i,jφ
△
= [stit]iX[rstit]jφ
❉❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✽✼
✭❇♦tt❛③③✐ ❛♥❞ ❚r♦q✉❛r❞✱ ✷✵✶✺✮ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❇■❆❚ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❝♦♠♠❡
❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t i ❞✬❛♠❡♥❡r ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t j à ❢❛✐r❡ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿
[infl]i,jφ
△
= Ei(Ejφ ∧ ψ)
■❝✐✱ ❧❡s Ei ✭r❡s♣✳ Ej✮ s♦♥t ❧❡s ♠♦❞❛❧✐tés ♥♦♥ ♥♦r♠❛❧❡s ❞✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❇■❆❚ ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧✬✐♥✲
t❡♥t✐♦♥ ❞✬❛♠❡♥❡r q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ à ✈r❛✐ ♣❛r ❧✬❛❣❡♥t i ✭r❡s♣✳ ❧✬❛❣❡♥t j✮✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ψ✱ r❡♣rés❡♥t❡
♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ q✉✐ ♥❡ ❝♦♥tr❡❞✐t ♣❛s Ejφ✳ ❈❡ ψ ❡st ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ✐♥té❣ré
à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♣ré❞✐❝❛t ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡✱ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❛①✐♦♠❛t✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ q✉✐ ♥❡ ♣❡r♠❡t
♣❛s ❞✬❛✈♦✐r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♥♦r♠❛❧❡s ✷(φ ∧ ψ) ≡ ✷φ ∧ ψ ✭❝❢✳ ❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✹✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
s✐ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ét❛✐t ❞é✜♥✐❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣❛r EiEjφ ❡t s✐ ✉♥ ❛❣❡♥t i ❛♠è♥❡ ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t j à ❢❛✐r❡
❧❡ tr❛✈❛✐❧ ✭φ✮✱ t♦✉t ❡♥ ✈❡✐❧❧❛♥t à ❝❡ q✉❡ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ s♦✐t ❜✐❡♥ ❢❛✐t ✭ψ✮✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉rr✐♦♥s ❛❧♦rs ♣❛s
❞é❞✉✐r❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❝❛r s❡✉❧❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
Ei(Ejφ ∧ ψ) ❡st ✈ér✐✜é❡✳
❙✐ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡r✱ ❡❧❧❡ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡✳ ✭▲♦r✐♥✐
❛♥❞ ❙❛rt♦r✱ ✷✵✶✻✮ ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ❡t ❝♦♥s✐❞èr❡♥t q✉❡ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡
❡st ❢❛✐t ❞é❧✐❜éré♠❡♥t ♣❛r ✉♥ ❛❣❡♥t i s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ i ✈❡✐❧❧❡ à ❝❡ q✉❡ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ s♦✐t ✈r❛✐❡
❛❧♦rs q✉❡ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿
[dstit]iφ
△
= [stit]iφ ∧ ¬✷φ
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s s❛♥s ♣r♦❜❧è♠❡✳ ■♠❛❣✐♥♦♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥
❛❣❡♥t i ❛ ❝❛✉sé ✉♥ ❛❝❝✐❞❡♥t ❞❡ ✈♦✐t✉r❡ ❞é❧✐❜éré♠❡♥t ♣♦✉r ♣r♦✜t❡r ❞❡ ❧✬❛ss✉r❛♥❝❡ ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡✳ ❏✉st❡
❛♣rès ❝❡t ❛❝❝✐❞❡♥t ❞❡ ✈♦✐t✉r❡✱ ✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ✐♥❝♦♥s❝✐❡♥t❡ ét❛✐t ❛❧❧♦♥❣é❡ s✉r ❧❛ r♦✉t❡✱ ♠♦rt❡✳ ❊♥
s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✉ ❙❚■❚ ❞é❧✐❜éré ❞❡ ✭▲♦r✐♥✐ ❛♥❞ ❙❛rt♦r✱ ✷✵✶✻✮✱ ♥♦✉s ❞é❞✉✐r✐♦♥s q✉❡
❧✬❛❣❡♥t i ❛✉r❛✐t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❞é❧✐❜éré♠❡♥t ✈❡✐❧❧é à ❝❡ q✉❡ ✓ ❧❛ ✈♦✐t✉r❡ s✬é❝r❛s❡ ✔ ♠❛✐s ❛✉ss✐✱ ❞✬❛✉tr❡s
♣❛rt✱ t♦✉t❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ✐♥❞✐r❡❝t❡s ❝♦♠♠❡ ✓ ✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ❡st ♠♦rt❡ ✔✳ ❖r✱ ♥♦✉s ❛✣r♠♦♥s q✉❡ ❧❡
❝♦♥tr❛✐r❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▼ê♠❡ s✐ ❧✬❛❣❡♥t i ❛ ❞é❧✐❜éré♠❡♥t ❝❛✉sé ❝❡t ❛❝❝✐❞❡♥t ❞❡ ✈♦✐t✉r❡✱
✐❧ ♥✬❛ ♣❛s ❡✉ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ❞❡ t✉❡r ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡✳ ▲❡ ❙❚■❚ st❛♥❞❛r❞ ♥❡ ♣❡✉t
❞♦♥❝ ♣❛s ❡①♣r✐♠❡r ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❙❚■❚ ❞é❧✐❜éré ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s à
❝❡ ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ❞♦✐t êtr❡
❝♦♥♥✉❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r [dstit]✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ q✉❛♥❞ ♥♦✉s ❞é❧✐❜ér♦♥s
♣♦✉r ❢❛✐r❡ ♦✉ ♥❡ ❢❛✐r❡ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✉ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ❞❡
❧❡ ❢❛✐r❡ ♦✉ ♥♦♥✳ P✉✐sq✉❡ ▲♦r✐♥✐ ❡t ❙❛rt♦r ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ ❝❛❞r❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❙❚■❚✱ ✐❧s ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ♣❛s
❞✬✐♥tr♦s♣❡❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ♥é❣❛t✐✈❡ ❞❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞❡s ❛❣❡♥ts✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ à
♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥ tr❛✈❛✉① ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❇■❆❚ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t
✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té ❞✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡✳
▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ❞✬✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❡r ✉♥ ❛❣❡♥t ✈✐❝t✐♠❡✱ ♠❛✐s ❧❛
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❞✐ss✐♠✉❧❡r s❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ♠ê♠❡ ❞❡ ❞✐ss✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ s♦♥ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❧♦❣✐q✉❡s q✉✐ ♦♥t r❡♣rés❡♥té
❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✓ ♣r✐s❡ ❞❡ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ ✔✳
✽✽ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✈✉❡s ♣❛r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s
✷✳✸✳✸ ❘❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡
✭▼♦❞✐❝❛ ❛♥❞ ❘✉st✐❝❤✐♥✐✱ ✶✾✾✹❀ ❍✐❧❧✱ ✷✵✶✵❀ ❙❝❤✐♣♣❡r✱ ✷✵✶✹❀ ❱❛♥ ❉✐t♠❛rs❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽✮ s❡
s♦♥t ✐♥tér❡ssés à r❡♣rés❡♥t❡r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ✓ ♣r❡♥❞r❡ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ ✔✳ ▲❡s
♣r❡♠✐❡rs à ❞é✜♥✐r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✓ ♣r✐s❡ ❞❡ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ ✔ ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ s♦♥t ✭❋❛❣✐♥
❛♥❞ ❍❛❧♣❡r♥✱ ✶✾✽✼✮ q✉✐ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ▲❡✈❡sq✉❡ s✉r ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ❡t
❡①♣❧✐❝✐t❡s ✭▲❡✈❡sq✉❡✱ ✶✾✽✹✮ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦♥✲♦♠♥✐s❝✐❡♥❝❡✳ ✭▼♦❞✐❝❛ ❛♥❞ ❘✉s✲
t✐❝❤✐♥✐✱ ✶✾✾✹✮ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t i ∈ N ❛ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡✱ ♥♦té Aiφ✱ s✐✱ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ❝❡t ❛❣❡♥t s❛✐t φ ♦✉ ✐❧ ♥❡ s❛✐t ♣❛s φ ❡t ✐❧ s❛✐t q✉✬✐❧ ♥❡ s❛✐t ♣❛s φ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ✈ér✐✜❡ ❧❡
♣ré❞✐❝❛t Aiφ := Kiφ ∨ (¬Kiφ ∧Ki¬Kiφ) ♦ù Ki ❡st ✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✳ ❙✐ Ki ❡st ❛s✲
s♦❝✐é❡ à ✉♥ s②stè♠❡ ♠♦❞❛❧ ❙✺✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ ❞❡✈✐❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡
à Aiφ := Kiφ ∨Ki¬Kiφ✳
P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ✭❙❝❤✐♣♣❡r✱ ✷✵✶✹✮ ♣r♦♣♦s❡♥t ❛❧♦rs ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♠♦❞❛❧ L ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s
✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té Li ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t i✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té Aiφ
♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ✓ ♣r✐s❡ ❞❡ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ ✔ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t i s✉r ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ φ✳ ▲❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡
❝❡tt❡ ♠♦❞❛❧✐té Ai ❡st ❞é✜♥✐❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Ai : W → 2L ❞✐t❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❛✈❡❝
❧❛ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ ✶✹✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥ ❛❣❡♥t i ❛ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ φ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ❝❡tt❡
❢♦r♠✉❧❡ φ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❞♦♥♥é ♣❛r ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡✳
Ai :W → 2
L ❛ss♦❝✐❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦♥❞❡ ❞♦♥♥é✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞♦♥t ✉♥ ❛❣❡♥t i ❛ ❝♦♥s❝✐❡♥t✳
▲❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐t ♣❛r ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t Kiφ
△
= Liφ ∧Aiφ✳
❉❛♥s ❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❡st ✉♥ ◆✲✉♣❧❡t✱ M = (W, {Ri}i∈N , {Ai}i∈N , V ) t❡❧ q✉❡
(W, {Ri}i∈N , V ) ❡st ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡ ♦ù {Ri}i∈N ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s
❛ss♦❝✐é❡s à ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Li ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t i ∈ N ✳ P♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ Ai✱ ✐❧ ❡st ❛❧♦rs ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❡❝♦✉r✐r à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ r❡♥✈♦✐❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛t♦♠✐q✉❡s ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ At t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
✖ At(⊤) = ∅
✖ At(p) = {p} s✐ p ❡st ✉♥ ❛t♦♠❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ L
✖ At(¬φ) = At(φ)
✖ At(φ ∧ ψ) = At(φ) ∪At(ψ)
✖ At(Kiφ) = At(φ)
✖ At(Aiφ) = At(φ)
❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ❛❣❡♥t i ∈ N ❡t ♣♦✉r t♦✉t ♠♦♥❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ w ∈ W✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡
❡st t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
✶✳ φ ∈ Ai(w) s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ At(φ) ⊆ Ai(w)
✷✳ ∀v ∈ W : wRiv ⇒ Ai(w) = Ai(v)
▲❛ ♣r♦♣r✐été ✶ s✐❣♥✐✜❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉❡✱ ♣♦✉r q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t i ❛✐t ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ φ✱
✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❝❡t ❛❣❡♥t s♦✐t ❝♦♥s❝✐❡♥t ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❛t♦♠❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧s ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s
✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ✷ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t s❛✐t ❝❡ ❞♦♥t ✐❧ ❛ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡✳ ❊♥✜♥✱
✶✹✳ ❆✇❛r❡♥❡ss ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✳
❉❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✽✾
✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❞é✜♥✐ ❞❡ ❢❛ç♦♥ st❛♥❞❛r❞✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s✱ ♣♦✉r t♦✉t ❛❣❡♥t i ∈ N ❡t ♣♦✉r t♦✉t ♠♦♥❞❡
w ∈ W✱ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✖ M, w |= Liφ ss✐ ∀v ∈ W, wRiv :M, v |= φ
✖ M, w |= Aiφ ss✐ φ ∈ Ai(w)
✖ M, w |= Kiφ ss✐ M, w |= Liφ ❡t M, w |= Aiφ
❈❡tt❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✵✳ ❯♥ t❤é♦rè♠❡
✐♠♠é❞✐❛t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ ❡st q✉❡ s✐ ✉♥ ❛❣❡♥t i s❛✐t q✉❡ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ❡st ✈r❛✐ ❛❧♦rs ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
❝❡t ❛❣❡♥t i ❛ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ✿
✖ ⊢ Kiφ⇔ Liφ ∧Aiφ
✖ ⊢ Liφ ∧Aiφ⇒ Aiφ ✭t❛✉t♦❧♦❣✐❡ R8 ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧✮
✖ ⊢ Kiφ⇒ Aiφ
❈❡ s②stè♠❡ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✵ ♣❡✉t ❜✐❡♥ sûr êtr❡ ❞é✜♥✐ s❛♥s ❧❛ ♠♦❞❛❧✐té
❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ t♦✉t ❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞✉
s②stè♠❡ ✭❙❝❤✐♣♣❡r✱ ✷✵✶✹✮✳
(❈P) ⊢ φ✱ ♣♦✉r t♦✉t t❤é♦rè♠❡ φ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧
(❑▲) ⊢ Kiφ⇔ Liφ ∧Aiφ
(❙✺(Li)) ⊢ φ✱ ♣♦✉r t♦✉t t❤é♦rè♠❡ φ ❞❡ ❙✺ ❛ss♦❝✐é à Li
(❆❙) ⊢ Aiφ⇔ Ai¬φ
(❆❈) ⊢ Ai(φ ∧ ψ)⇔ Aiφ ∧Aiψ
(❆❑❘) ⊢ Aiφ⇔ AiKiφ
(❆❘) ⊢ Aiφ⇔ AiAiφ
(❆▲❘) ⊢ Aiφ⇔ AiLiφ
(❯▲) ⊢ ¬Aiφ⇔ Li¬Aiφ
(▼P) ❙✐ ⊢ φ⇒ ψ ❡t ⊢ φ ❛❧♦rs ⊢ ψ
(◆❡❝) ❙✐ ⊢ φ ❛❧♦rs ⊢ Liφ
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✵ ✕ ❙②stè♠❡ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ ❞❡ ✭❙❝❤✐♣♣❡r✱ ✷✵✶✹✮
❊♥✜♥✱ t♦✉s ❝❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t été ét❡♥❞✉s ❞❛♥s ✭❱❛♥ ❉✐t♠❛rs❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽✮ ♦ù ✐❧s ❞é✜♥✐ss❡♥t à
♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❡t ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ✭❋❛❣✐♥ ❛♥❞ ❍❛❧♣❡r♥✱ ✶✾✽✼✮ ❡t ❧❛
❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ ❞❡ ✭❙❝❤✐♣♣❡r✱ ✷✵✶✹✮ ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ s♣é❝✉❧❛t✐✈❡
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ s♣é❝✉❧❛t✐✈❡
❡st ❞✐st✐♥❝t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ❊❧❧❡ tr❛❞✉✐t q✉✬✉♥
❛❣❡♥t ❛ ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ s♣é❝✉❧❛t✐✈❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ φ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ M ❡t ✉♥ ♠♦♥❞❡ w s✐
❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ✈ér✐✜é❡ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ♠♦♥❞❡s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♣♦✐♥tés ❞✉ ❝❛❞r❡
q✉✐ s♦♥t Ai(w)✲❜✐ss✐♠✐❧❛✐r❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠♦♥❞❡ w✳
✾✵ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✈✉❡s ♣❛r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s
✷✳✹ P♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t
❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✈✉ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ✐❧ ❡①✐st❛✐t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① q✉✐
✉t✐❧✐s❛✐❡♥t ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ét❛ts ♠❡♥t❛✉① ❞❡s ❛❣❡♥ts ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐s✲
s❛♥❝❡s✱ ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s✱ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ❧❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡✳ ❉✬❛✉tr❡s tr❛✈❛✉①
♦♥t r❡♣rés❡♥té ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡✱ ❞❡ ♠❛❧❤♦♥♥êt❡té✱ ❞❡ ♠❡♥s♦♥❣❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡ tr♦♠♣❡r✐❡✳ ❈❡✲
♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ q✉✐ ♥❡ s✬❡st ✐♥tér❡ssé❡ à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s
❛❣❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❤✉♠❛✐♥s ♦✉ ❛rt✐✜❝✐❡❧s✳ ❈❡s ❛❣❡♥ts s♦♥t ❝♦❣♥✐t✐❢s ❡t ♣♦ssè❞❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡s ét❛ts
♠❡♥t❛✉① ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s✱ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱ ❞❡s ❞és✐rs✱ ❞❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s ❡t s♦♥t ❝❛♣❛❜❧❡s ❞✬❛❝✲
❝♦r❞❡r ❧❡✉r ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ❞✬❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ❞✉ s②stè♠❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡s ❛❣❡♥ts s♦♥t s✉♣♣♦sés r❛t✐♦♥♥❡❧s
❡t ✜❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡✉rs r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥ ❛❣❡♥t ♥✬❛❝❝♦r❞❡r❛ ❥❛♠❛✐s s❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ✉♥ ❛✉tr❡
❛❣❡♥t s✐ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥
❛❣❡♥t ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ❊♥✜♥✱ ❝❡rt❛✐♥s ❛❣❡♥t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠❛❧❤♦♥♥êt❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ q✉✬✐❧s ♣❡✉✈❡♥t
♥❡ ♣❛s r❡s♣❡❝t❡r ❞é❧✐❜éré♠❡♥t ❧❡s ♥♦r♠❡s ❞✉ s②stè♠❡✳ ❉❡ t❡❧s ❛❣❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐ êtr❡ ♠❛♥✐✲
♣✉❧❛t❡✉rs✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧s ♣❡✉✈❡♥t ✈❡✐❧❧❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ à ✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❡r ❞✬❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts
s❛♥s q✉❡ ❝❡s ❛❣❡♥ts ♥❡ s❛❝❤❡♥t q✉✬✐❧s ♦♥t été ✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐sés ♣❛r ❝❡t ❛❣❡♥t✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ s②stè♠❡✱ ♥♦♠♠é ❧❡ s②stè♠❡ ❑❇❊✱ ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r
❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉✬❡❧❧❡ ❛ été ❞é✜♥✐❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ❡t ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉①
♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳
❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡
❑❇❊ ❡t ❚❇ ✲ ❉❡✉① s②stè♠❡s ❧♦❣✐q✉❡s
♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❧❛
❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té
✾✶

❈❤❛♣✐tr❡ ✸
▲❡ s②stè♠❡ ❑❇❊ ✲ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ❞✬✐♥str✉✲
♠❡♥t❛❧✐s❡r ✉♥❡ ✈✐❝t✐♠❡ t♦✉t ❡♥ ✈❡✐❧❧❛♥t à ❧✉✐ ❞✐ss✐♠✉❧❡r ❝❡tt❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥✳ ❆✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞✐✛ér❡♥t❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❞❡s ét❛ts ♠❡♥t❛✉① ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐s✲
s❛♥❝❡s✱ ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s ❞❡s ❛❣❡♥ts✳ ◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ✉♥❡
t❡❧❧❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♠♦❞❛❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞❛❧✐tés ✿
✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡s ❛❝t✐♦♥s q✉✬✐❧s s♦✐❡♥t ❞é❧✐❜érés ♦✉ ♥♦♥✱ ❧❡s ❡✛❡ts ❞é❧✐❜é✲
rés ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❡t ❞❡s ♠♦❞❛❧✐tés ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡s ❡t ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ❞✐ss✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♥♦♠♠é ❑❇❊✱ q✉✐ ✐♥tè❣r❡
❝❡s ♠♦❞❛❧✐tés ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳ ▲❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❡st ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠♦❞❛❧✐té
❞✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ q✉❡ ❝❡
s②stè♠❡ ❡st ❝♦rr❡❝t✱ ❝♦♠♣❧❡t ❡t ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❞é❞✉✐ts ❞❛♥s
❝❡ s②stè♠❡✳ ❊♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ét✉❞✐♦♥s
❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❧♦❣✐q✉❡s ✈ér✐✜é❡s ❞❛♥s ❝❡ s②stè♠❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ q✉✐ ❢❛❝✐t ♣❡r ❛❧✐✉♠ ❢❛❝✐t ♣❡r
s❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ✓ ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❛❣✐t à tr❛✈❡rs ✉♥ ❛✉tr❡ ❢❛✐t ❛❝t❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ✔✳ ❊♥✜♥✱ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✱ ♥♦✉s
♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✳
✸✳✶ ▲❡ s②stè♠❡ ❑❇❊✱ ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♥♦♥ ♥♦r♠❛❧❡
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❑❇❊✱ ♣✉✐s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡
❛✉① ❢♦r♠✉❧❡s ❡①♣r✐♠é❡s ❞❡ ❝❡ ❧❛♥❣❛❣❡✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥ s②stè♠❡
❛①✐♦♠❛t✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é à ❝❡ ❝❛❞r❡ ❧♦❣✐q✉❡✳
✸✳✶✳✶ ▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ LKBE
❙♦✐❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❡ttr❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s P = {a, b, c, ...}✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛❣❡♥ts N ❛✈❡❝
i, j ∈ N ❞❡✉① ❛❣❡♥ts✱ ❡t p ∈ P ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ LKBE ❡st ❣é♥éré ♣❛r ❧❛
✾✸
✾✹ ▲❡ s②stè♠❡ ❑❇❊ ✲ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
❣r❛♠♠❛✐r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❇❛❝❦✉s✲◆❛✉r s✉✐✈❛♥t❡ ✿
φ ::= p | ¬φ | φ⇒ φ | Kiφ | Biφ | Eiφ | E
d
i φ
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s ♠♦❞❛❧✐tés Ei✱ Edi ✱ Ki ❡t Bi ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t i✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ Eiφ
s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t i ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❝t✐♦♥s ♠❡♥❛♥t à ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ φ ✶✳ ❈❡tt❡
♠♦❞❛❧✐té r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❡✛❡ts✱ ✐✳❡✳ ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ❧✬❛❣❡♥t i✱ q✉✬❡❧❧❡s
s♦✐❡♥t ❞é❧✐❜éré❡s ♦✉ ♥♦♥✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ Edi φ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t i ❡✛❡❝t✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞é❧✐❜éré❡ ✉♥❡
♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❝t✐♦♥s ♠❡♥❛♥t à ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ φ✳ ❈❡tt❡ ♠♦❞❛❧✐té ❝❛♣t✉r❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞é❧✐❜érés✱ ✐✳❡✳
❧❡s str❛té❣✐❡s ♠✐s❡s ❡♥ ÷✉✈r❡ ♣❛r ❧✬❛❣❡♥t✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s Kiφ ❡t Biφ s✐❣♥✐✜❡♥t q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t i
s❛✐t q✉❡ φ ❡st ✈r❛✐❡✱ ❡t q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t i ❝r♦✐t q✉❡ φ ❡st ✈r❛✐❡✳
✸✳✶✳✷ ❯♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡
❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s é♣✐sté♠✐q✉❡s ❡t ❞♦①❛st✐q✉❡s ❝❛r❛❝tér✐✲
s❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ ❞❡s ❛❣❡♥ts✳ ❈❡s ❧♦❣✐q✉❡s ✈♦♥t ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❡♥
s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞✐ss✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t
❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s ❞❡s ❛❣❡♥ts✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❡✉① ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ❧♦❣✐q✉❡s ✿ ❧❡
❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❇■❆❚ ❡t ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❙❚■❚✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♠ê♠❡ s✐ ❝❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❜✐❡♥
❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡♥t✐♦♥✱ ✐❧s ♥❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t ♣❛s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❡❧❧❡ ❞✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❙❚■❚ ✭▲♦r✐♥✐ ❛♥❞ ❙❛rt♦r✱ ✷✵✶✻✮ ♦♠❡t ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ q✉✐ ❡st
❧✬✐♥tr♦s♣❡❝t✐♦♥✳ ❯♥ ❛❣❡♥t s❛✐t t♦✉❥♦✉rs ❝❡ q✉✬✐❧ ❛ ❝♦♠♠✐s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ❡t s❛✐t ❛✉ss✐ ❝❡ q✉✬✐❧
♥✬❛ ♣❛s ❝♦♠♠✐s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞é❧✐❜éré❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ♦♣ér❛t❡✉r
♠♦❞❛❧ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s à ❝❡ ♥♦✉✈❡❧ ♦♣ér❛t❡✉r
✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❢♦r♠❡❧❧❡✱ r❡♣♦s❛♥t s✉r ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♥♦♥✲♥♦r♠❛❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❥✉st✐✜♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳
▲❡ ❝❛❞r❡ ❑❇❊
P♦✉r ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ LKBE ✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ C = (W, {Bi}i∈N ,
{Ki}i∈N , {Ei}i∈N , {E
d
i }i∈N ) t❡❧ q✉❡ ✿
✶✳ W ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❀
✷✳ {Bi}i∈N ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ✿
∀i ∈ N , ∀w ∈ W : Bi(w) := {v ∈ W|wBiv}
✸✳ {Ki}i∈N ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ✿
∀i ∈ N , ∀w ∈ W : Ki(w) := {v ∈ W|wKiv}
✹✳ {Ei}i∈N ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ✿
∀i ∈ N , ∀w ∈ W : Ei(w) := {v ∈ W|wEiv}
✶✳ P❛r s♦✉❝✐s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✓ ❢❛✐r❡ ❡♥ s♦rt❡ q✉❡ ✔✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱
❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❡st ✓ ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❝t✐♦♥s q✉✐ ♠è♥❡♥t à ✔✳
▲❡ s②stè♠❡ ❑❇❊✱ ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♥♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ ✾✺
✺✳ {Edi }i∈N ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✿
∀i ∈ N , ∀w ∈ W : Edi (w) ∈ 2
2W
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❑❇❊ ❝♦♠♠❡M = (W, {Bi}i∈N , {Ki}i∈N , {Ei}i∈N , {Edi }i∈N , V )
❛✈❡❝ V : P → 2W ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ P♦✉r t♦✉t ♠♦♥❞❡ w ∈ W✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡
φ, ψ ∈ LKBE ❡t ♣♦✉r t♦✉t ❛t♦♠❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ p ∈ P✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ✿
✶✳ M, w |= ⊤
✷✳ M, w 6|= ⊥
✸✳ M, w |= p ss✐ w ∈ V (p)
✹✳ M, w |= ¬φ ss✐ M, w 6|= φ
✺✳ M, w |= φ ∨ ψ ss✐ M, w |= φ ♦✉ M, w |= ψ
✻✳ M, w |= φ ∧ ψ ss✐ M, w |= φ ❡t M, w |= ψ
✼✳ M, w |= φ⇒ ψ ss✐ M, w |= ¬φ ♦✉ M, w |= ψ
✽✳ M, w |= Biφ ss✐ ∀v ∈ W : wBiv,M, v |= φ
✾✳ M, w |= Kiφ ss✐ ∀v ∈ W : wKiv,M, v |= φ
✶✵✳ M, w |= Eiφ ss✐ ∀v ∈ W : wEiv,M, v |= φ
✶✶✳ M, w |= Edi φ ss✐ |φ| ∈ E
d
i (w), ❛✈❡❝ |φ| := {v ∈ W :M, v |= φ}
◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞❛❧✐tés ♥♦r♠❛❧❡s ✐✳❡✳ ♣♦✉r ♣♦✉r t♦✉t ♠♦♥❞❡
w ∈ W✱ ♣♦✉r t♦✉t (✸i,Ri) ∈ {(〈Bi〉,Bi), (〈Ki〉,Ki), (〈Ei〉, Ei)}✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s M, w |= ✸iφ s✐✱ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ∃v ∈ W : wRiv,M, v |= φ✳ P✉✐s✱M, w |= 〈Edi 〉φ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱W\|φ| 6∈ E
d
i (w).
❊♥✜♥✱ φ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ M ✭♥♦té M |= φ✮ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ♠♦♥❞❡
w ∈ W✱ φ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❞❛♥s w ✐✳❡✳M, w |= φ ❡st ✈r❛✐❡✳ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ φ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ C
✭♥♦té |=C φ ♦✉ C |= φ✮ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ♠♦❞è❧❡M ❢♦♥❞é s✉r C✱M |= φ✳ ◆♦✉s ❞✐s♦♥s
q✉❡ φ ❡st ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s Γ ❞❛♥s C ❡t ♥♦t♦♥s Γ |=C φ s✐✱
❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❑❇❊ M |= Γ✱ ✐♠♣❧✐q✉❡ M |= φ✳
❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❡t ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s
▲❡s ♠♦❞❛❧✐tés ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ❝r♦②❛♥❝❡ s♦♥t ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t
❛❣❡♥t i ∈ N ✱ Ki ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✭tr❛♥s✐t✐✈❡✱ ré✢❡①✐✈❡ ❡t s②♠étr✐q✉❡✮ ❡t Bi ❡st ✉♥❡
r❡❧❛t✐♦♥ sér✐❡❧❧❡✱ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❡t ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ♠♦❞❛❧✐tés ♦♥t
❞é❥à été ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ✭❙t❛❧♥❛❦❡r✱ ✷✵✵✻✮ ❡t ✐❧ ❡st ✉s✉❡❧ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t i ❝r♦✐t ❝❡ q✉✬✐❧
s❛✐t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿
∀w ∈ W : Bi(w) ⊆ Ki(w) (KB1)
❊♥s✉✐t❡✱ s✐ ✉♥ ❛❣❡♥t i ❝r♦✐t q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ s❛✐t q✉✬✐❧ ❧❡ ❝r♦✐t ✿
∀w, u, v ∈ W : wKiu ∧ uBiv ⇒ wBiv (KB2)
✾✻ ▲❡ s②stè♠❡ ❑❇❊ ✲ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ✉♥ ❛❣❡♥t s❛✐t ❝❡ q✉✬✐❧ ♥❡ ❝r♦✐t ♣❛s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿
∀w, u, v ∈ W : wKiu ∧ wBiv ⇒ uBiv (KB3)
❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡s ❛❝t✐♦♥s
■❧ ❡st ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛❝❝❡♣té ♣❛r ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♠♦❞❡r♥❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❙❚■❚ ❞❡ ❝♦♥s✐✲
❞ér❡r ❧❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s ❞❡s ❛❣❡♥ts ❞❡ ✓ ✈❡✐❧❧❡r à ❝❡ q✉❡ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ s♦✐t ✈r❛✐ ✔ ❝♦♠♠❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s
❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t ❛❣❡♥t i ∈ N ✱ Ei ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ré✢❡①✐✈❡✱ tr❛♥s✐t✐✈❡
❡t ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ✷✳
▲❛ ré✢❡①✐✈✐té ♥♦té❡ ET ✱ ❡①♣r✐♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ ❢♦✐s ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ♠❡♥❛♥t à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥sé✲
q✉❡♥❝❡ φ ♦♥t été ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ✉♥ ❛❣❡♥t i✱ ❛❧♦rs ❝❡tt❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ φ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✈r❛✐❡
❞❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❝♦✉r❛♥t✳
∀w ∈ W : wEiw (ET )
❉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ Ei ❡st ❛✉ss✐ sér✐❡❧❧❡✳ ❈❡❧❛
tr❛❞✉✐t q✉❡ s✐ ✉♥ ❛❣❡♥t i ✈❡✐❧❧❡ à ❝❡ q✉✬✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❝t✐♦♥s ♠è♥❡♥t à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡
φ✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s q✉❡ ❝❡tt❡ ❛❝t✐♦♥ ♦✉ sér✐❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s ♣✉✐ss❡♥t ♠❡♥❡r ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡
❝♦✉r❛♥t✳
▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ Ei ❡st ❛✉ss✐ tr❛♥s✐t✐✈❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧♦rsq✉✬✉♥ ❛❣❡♥t i ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❝t✐♦♥s
q✉✐ ♦♥t ♣♦✉r ❡✛❡ts ❞❡ r❡♥❞r❡ ✈r❛✐ ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ φ✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❝t✐♦♥s
q✉✐ ♦♥t ♣♦✉r ❡✛❡ts q✉❡ s♦♥ ♦✉ s❡s ❛❝t✐♦♥s s♦✐❡♥t ❜✐❡♥ ❡✛❡❝t✉é❡s ❡t ♠è♥❡♥t à ❝❡ q✉❡ φ s♦✐t ✈r❛✐❡✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿
∀w, u, v ∈ W : wEiu ∧ uEiv ⇒ wEiv (E4)
❊♥✜♥✱ s✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t i ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❝t✐♦♥s q✉✐ ♠è♥❡♥t à ✉♥❡
❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❛❧♦rs ❧✬❛❣❡♥t i ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❝t✐♦♥s q✉✐ ♠è♥❡♥t à ❝❡ q✉✬✐❧ ♥❡
ré❛❧✐s❡ ♣❛s ❧❛ ♦✉ ❧❡s ❛❝t✐♦♥s q✉✐ ♠è♥❡♥t à r❡♥❞r❡ ✈r❛✐ ❝❡tt❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ Ei ❡st
❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿
∀w, u, v ∈ W : wEiu ∧ wEiv ⇒ uEiv (E5)
❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s ❞é❧✐❜éré❡s
❙✐ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡s ❛❝t✐♦♥s✱ ❛✉ s❡♥s ❧❛r❣❡ ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ✐❧ ♥✬❡♥ ❡st
♣❛s ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s
❡✛❡ts ❞❡s ❛❝t✐♦♥s q✉✐ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❑r✐♣❦❡✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡✛❡ts ❞é❧✐❜érés ❡st
r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ❈❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❡st ❥✉st✐✜é❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
❧♦rsq✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ❛ ✉♥❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡♥✈✐s❛❣❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s
❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s s♦♥ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ❛ été ❡✛❡❝t✉é❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❑r✐♣❦❡ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s
❞✬❡①♣r✐♠❡r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ♥❡ ♣✉✐ss❡ ♣❛s ❛♠❡♥❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡
q✉✬✐❧ s❛✐t t♦✉❥♦✉rs ✈r❛✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡s t❛✉t♦❧♦❣✐❡s✱ ❡t ❝❡✱ à ❝❛✉s❡ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♥é❝❡ss✐t❛t✐♦♥ q✉✐ ❡st
✷✳ ❯♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡st ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ré✢❡①✐✈❡✱ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❡t s②♠étr✐q✉❡✱ ♠❛✐s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❝♦♥s✐❞ér❡r t♦✉t❡ r❡❧❛t✐♦♥ ré✢❡①✐✈❡✱ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❡t ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✳
▲❡ s②stè♠❡ ❑❇❊✱ ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♥♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ ✾✼
✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s t♦✉t ❝❛❞r❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠♦❞❛❧✐té Ei q✉✐
r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡s ❛❝t✐♦♥s✱ ❡st q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t i ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❝t✐♦♥s
❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ q✉✐ ♠è♥❡♥t à r❡♥❞r❡ ✈r❛✐ ✉♥❡ t❛✉t♦❧♦❣✐❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ s❛✐t q✉✬❡❧❧❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✈r❛✐❡✳
❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ♥♦té❡ EdNec✱ ❡st tr❛❞✉✐t❡ sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s
♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ♥❡ ♣❡✉t ❛♣♣❛rt❡♥✐r à ❛✉❝✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿
∀w ∈ W : W 6∈ Edi (w) (E
d
Nec)
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❧✐❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♠♦❞❛❧✐té ❞❡s ❡✛❡ts ❞é❧✐❜érés ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡s
❛❝t✐♦♥s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❧✐❜érés ♦✉ ♥♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ✉♥ ❛❣❡♥t i ❡✛❡❝t✉❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ✉♥❡ ♦✉
♣❧✉s✐❡✉rs ❛❝t✐♦♥s✱ ❝❡t ❛❣❡♥t ❡✛❡❝t✉❡ ❜✐❡♥ ❝❡s ❛❝t✐♦♥s✳ ❈❡ ❧✐❡♥ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ EdE
q✉✐ ❡st tr❛❞✉✐t❡ sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡s ♣❛r
❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ Ei s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s t♦✉t ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ Edi ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿
∀w ∈ W : S ∈ Edi (w)⇒ Ei(w) ⊆ S (E
dE)
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧♦rsq✉✬✉♥ ❛❣❡♥t i ❡✛❡❝t✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞é❧✐❜éré❡ ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❝t✐♦♥s ♠❡♥❛♥t
à r❡♥❞r❡ ✈r❛✐ ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ φ t♦✉t ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞é❧✐❜éré❡ ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❝t✐♦♥s
♠❡♥❛♥t à ✈r❛✐ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ψ✱ ❛❧♦rs ❝❡t ❛❣❡♥t i ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❝t✐♦♥s ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❞é❧✐❜éré❡ ♠❡♥❛♥t à r❡♥❞r❡ ✈r❛✐ ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ φ ∧ ψ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿
∀w ∈ W : S ∈ Edi (w) ∧ T ∈ E
d
i (w) =⇒ S ∩ T ∈ E
d
i (w) (E⇒,∧)
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❝❛r ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥
❞é❧✐❜éré❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ✉♥ t♦✉t ❡t ♥✬❡st ♣❛s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ s❡s ♣❛rt✐❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ q✉❛♥❞
♥♦✉s ❞é❝✐❞♦♥s ❞❡ ♠❛♥❣❡r ✉♥ ❣ât❡❛✉ ❛✉① ♥♦✐s❡tt❡s✱ ♥♦✉s ♥❡ ❞é❝✐❞♦♥s ♣❛s ❞❡ ♠❛♥❣❡r ❞é❧✐❜ér❡♠♠❡♥t
❧❛ ♣ât❡ ❞✉ ❣ât❡❛✉ ❡t ❞❡ ♠❛♥❣❡r ❧❡s ♥♦✐s❡tt❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ♣✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡✱ q✉✐ ❡st ❞♦♥❝ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ∀w ∈ W : S ∩T ∈
Edi (w) =⇒ S ∈ E
d
i (w) ∧ T ∈ E
d
i (w) ❡t q✉✐ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ E
d
i (φ ∧ ψ)⇒ E
d
i φ ∧ E
d
i ψ✱ ♥❡
♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ rés✉❧t❛t ✐♠♠é❞✐❛t ❡t ✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ✭P❛❝✉✐t✱ ✷✵✶✼✮
♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st ❛✉ss✐ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ∀w ∈ W : S ∈ Edi (w)∧S ⊆ T =⇒ T ∈ E
d
i (w)✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ s✐ ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ét❛✐t ❝♦♥s✐❞éré❡✱ ♥♦✉s ♦❜t✐❡♥❞r✐♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t
❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ∀w ∈ W : W 6∈ Edi (w)(E
d
Nec)✳
❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ très ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ❡st ✐♥tr♦s♣❡❝t✐✈❡
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞❡s ❛❣❡♥ts✳ ❯♥ ❛❣❡♥t s❛✐t t♦✉❥♦✉rs ❝❡ q✉✬✐❧ ❡✛❡❝t✉❡ ❡t ❝❡ q✉✬✐❧
♥✬❡✛❡❝t✉❡ ♣❛s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞é❧✐❜éré❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♠♦❞❛❧✐té ❞✬❛❝t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❧✬✐♥tr♦s♣❡❝t✐♦♥
♣♦s✐t✐✈❡ (EdKP ) ❡t ❞❡ ❧✬✐♥tr♦s♣❡❝t✐♦♥ ♥é❣❛t✐✈❡ (E
d
KN ) ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❛❣❡♥ts✳
❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐é❡s à ❧✬✐♥tr♦s♣❡❝t✐♦♥✱ s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿
∀w ∈ W : Edi (w) ⊆
⋂
v∈W:wKiv
Edi (v) (E
d
KP )
∀w, v ∈ W, ∀S ∈ 2W : S 6∈ Edi (w) =⇒ (wKiv ⇒ S 6∈ E
d
i (v)) (E
d
KN )
✾✽ ▲❡ s②stè♠❡ ❑❇❊ ✲ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✐❣♥✐✜❡♥t ❧✐ttér❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧♦rsq✉✬✉♥ ❛❣❡♥t i ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❝t✐♦♥s ❞❡
❢❛ç♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ♠❡♥❛♥t à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ✐❧ s❛✐t ❝❡ q✉✬✐❧ ❡st ❡♥ tr❛✐♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥
❞é❧✐❜éré❡✳ ■❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t i ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs
❛❝t✐♦♥s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ♠❡♥❛♥t à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❛❧♦rs ❝❡t ❛❣❡♥t i s❛✐t q✉✬✐❧ ♥❡ ❧❡s
❛ ♣❛s ❡✛❡❝t✉é ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞é❧✐❜éré❡✳ ❈❡s ❞❡✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s r❡✈✐❡♥♥❡♥t ❛❧♦rs à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❡t
✉♥✐q✉❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ q✉✐ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥s❡♠❜❧✐st❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
∀w ∈ W : Edi (w) =
⋂
v∈W:wKiv
Edi (v) (E
d
KP + E
d
KN )
■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s sé♠❛♥t✐q✉❡s
▲✬❡①❡♠♣❧❡ ✸✳✶ ✐❧❧✉str❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s ❞é❧✐❜éré❡s ❡t ❝❡❧❧❡s
♥♦♥ ❞é❧✐❜éré❡s✳ ▲✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ s❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❛✈❛♥t t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❝❛❧❝✉❧é ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t
♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ❜✉t✳ ❈❡t ❛❣❡♥t ❛ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s✳ ▲✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ♥♦♥
❞é❧✐❜éré❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ✉♥ ❛❣❡♥t✱ q✉✬❡❧❧❡s ❛✐❡♥t
été ❞é❧✐❜éré❡s ♦✉ ♥♦♥✳ ▲✬❛❣❡♥t ♥✬❛ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❝❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s✳
❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✶ ✿
❙✉♣♣♦s♦♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❣❡♥t ♠❡✉rtr✐❡r i ✈❡✐❧❧❛♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞é❧✐❜éré❡
à ❛ss❛ss✐♥❡r ✉♥❡ ✈✐❝t✐♠❡ j✳ P♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s p ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r q✉❡ ✓ ❧✬❛❣❡♥t i t✉❡ ❧✬❛❣❡♥t j ❡♥ ❧❛ ♣♦✐❣♥❛r❞❛♥t ✔✱ q ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r
q✉❡ ✓ ❧✬❛❣❡♥t i s❡ ❢❛✐t ❛rrêt❡r ♣❛r ❧❛ ♣♦❧✐❝❡ ✔ ❡t r ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r q✉❡ ✓ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥ té♠♦✐♥ ✔✳
P♦✉r ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s s♦♥t ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡s ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❛❣❡♥t i
t✉❡ ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡ ❡t ♥❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛s ❛rrêt❡r ♣❛r ❧❛ ♣♦❧✐❝❡✱ ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡ ét❛✐t ❞é❥à ♠♦rt❡ ❛✈❛♥t q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t
♥❡ ❧❛ ♣♦✐❣♥❛r❞❡✱ ❧✬❛❣❡♥t i ❡st ♣r✐s ❞❡ r❡♠♦r❞s ❡t ♥❡ t✉❡ ♣❛s ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡ j s❡
ré✈❡✐❧❧❡ ❡t ❢❛✐t ❢✉✐r ❧✬❛❣❡♥t i✱ ❡t❝✳ ❋❛✐s♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ M ❞é❝r✐t t♦✉s ❝❡s ♠♦♥❞❡s
♣♦ss✐❜❧❡s ✸✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s M t❡❧ q✉❡ ✿
✖ W = {w, u, v, x, y, z, a} ❀
✖ V (p) = {w, u, v}, V (r) = {w, x, y, z, a}, V (q) = {v, y, z}✳
▲❡s ♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❝♦♥s✐❞érés ✐❝✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞♦♥❝ ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ✿
✖ w ✿ ✓ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥ té♠♦✐♥ ❡t ❧✬❛❣❡♥t i t✉❡ ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡ j ❡t ♥❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛s ❛rrêt❡r ✔ ❀
✖ u ✿ ✓ ✐❧ ② ❛ ✉♥ té♠♦✐♥ ❡t ❧✬❛❣❡♥t i t✉❡ ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡ j ♠❛✐s ♥❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ❛rrêt❡r ✔ ❀
✖ v ✿ ✓ ✐❧ ② ❛ ✉♥ té♠♦✐♥ ❡t ❧✬❛❣❡♥t i t✉❡ ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡ j ❡t ❧✬❛❣❡♥t i s❡ ❢❛✐t ❛rrêt❡r ✔ ❀
✖ x ✿ ✓ ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡ ét❛✐t ❞é❥à ♠♦rt❡✱ ❛✉❝✉♥ té♠♦✐♥✱ ❡t ❧✬❛❣❡♥t i ♥❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛s ❛rrêt❡r ✔ ❀
✖ y ✿ ✓ ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡ ét❛✐t ❞é❥à ♠♦rt❡✱ ❛✉❝✉♥ té♠♦✐♥✱ ❡t ❧✬❛❣❡♥t i s❡ ❢❛✐t ❛rrêt❡r ✔ ❀
✖ z ✿ ✓ ❧❡ t✉❡✉r ❡st ♣r✐s ❞❡ r❡♠♦r❞s✱ ❛✉❝✉♥ té♠♦✐♥✱ ❡t ♥❡ t✉❡ ♣❛s ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡ ♠❛✐s ❧✬❛❣❡♥t i s❡
❢❛✐t q✉❛♥❞ ♠ê♠❡ ❛rrêt❡r ♣♦✉r t❡♥t❛t✐✈❡ ❞✬❛ss❛ss✐♥❛t ✔ ❀
✖ a ✿ ✓ ✐❧ ♥❡ s❡ ♣❛ss❡ r✐❡♥ ✔✳
✸✳ ◆♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ♠❛✐s ♣♦✉r ❞❡s
r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝❧❛rté✱ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ r❡str❡✐♥t ❞❡ ♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳
▲❡ s②stè♠❡ ❑❇❊✱ ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♥♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ ✾✾
❉❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ w✱ ❧✬❛❣❡♥t i ❛ ❞♦♥❝ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ❞❡ t✉❡r ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡ ❡t ♣❛r✈✐❡♥t à
❧❡ ré❛❧✐s❡r✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❛ ❛✉ss✐ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛✐t ❛✉❝✉♥ té♠♦✐♥✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
❡st t❡❧❧❡ q✉❡ Edi (w) = {{w, u, v}, {w, x, y, z, a}}✳ ❊❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❝❤❛q✉❡ str❛té❣✐❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ q✉❡
❧✬❛❣❡♥t i ❛ ❡✉ ♣♦✉r ✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s w✳
✖ {w, u, v} r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i ❞❡ t✉❡r ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡ ❀
✖ {w, x, y, z, a} r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i ❞❡ ✈❡✐❧❧❡r à ❝❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛✐t ❛✉❝✉♥
té♠♦✐♥ ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ ❞❡ ❝r✐♠❡✳
❉❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡ w✱ ❧✬❛❣❡♥t i ♣❛r✈✐❡♥t ❛✈❡❝ s✉❝❝ès à t✉❡r ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡ s❛♥s s❡ ❢❛✐r❡ ❛rrêt❡r✱ ❛✐♥s✐
Ei(w) = {w}✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s w ♣✉✐sq✉❡ ❧✬❛❣❡♥t i ❛ ✈❡✐❧❧é ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ à ❝❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛✐t ❛✉❝✉♥
té♠♦✐♥✱ ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t s❛✐t q✉❡ p ❡t r s♦♥t ✈r❛✐❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ Ki(w) = {w}✱
✉♥✐q✉❡ ♠♦♥❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦ù p ❡t r s♦♥t ✈r❛✐❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳ ▲✬❛❣❡♥t i ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❞✐s❝❡r♥❡r
❞❛♥s w ✉♥ ❛✉tr❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞❛♥s w✱ ❧✬❛❣❡♥t s❛✐t q✉❡ ❧❛ ♣♦❧✐❝❡ ♥❡ ❧✬❛rrêt❡
♣❛s✳
◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ❝❛❞r❡ ❝♦♠♠❡ ∀w ∈ W : S ∈ Edi (w)⇒
Ei(w) ⊆ S s♦♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t r❡s♣❡❝té❡s ❡t ✐❧❧✉str❡♥t ❜✐❡♥ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬❛❣❡♥t i ✈❡✐❧❧❡ ❞❡
❢❛ç♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ❞❛♥s w à t✉❡r ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡✱ ❛❧♦rs ❝❡t ❛❣❡♥t i ✈❡✐❧❧❡ ❜✐❡♥ à ❝❡ q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t t✉é❡✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ♣✉✐sq✉❡ |p| ∈ Ei(w) ♥♦✉s ❛✈♦♥s M, w |= Edi p✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬❛❣❡♥t i ✈❡✐❧❧❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞é❧✐❜éré❡
à t✉❡r ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① str❛té❣✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ét❛✐t ❞❡ ♣❛r✈❡♥✐r à t✉❡r ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡✱ ✐❧ ❛
❞♦♥❝ ♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡♥❞r❡ ✈r❛✐ p✳
✸✳✶✳✸ ❙②stè♠❡ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡
◆♦✉s ♥♦t♦♥s ⊢ φ ♣♦✉r ❞✐r❡ q✉❡ φ ❡st ✉♥ t❤é♦rè♠❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❞✉✐t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ s②stè♠❡
❞❡ ♣r❡✉✈❡s à ❧❛ ❍✐❧❜❡rt✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛①✐♦♠❡s ❞❛♥s ✉♥ t❡❧ s②stè♠❡✳
❈❤❛q✉❡ ❛①✐♦♠❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s sé♠❛♥t✐q✉❡s ✐♠♣♦sé❡s s✉r ❧❡ ❝❛❞r❡ ❑❇❊✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♠❡ rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ✿ ❧❡ ♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s ❡t ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ q✉✐ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t
s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ♠♦❞❛❧✐tés✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ♥é❝❡ss✐t❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
s✉r ❧❡s ♠♦❞❛❧✐tés ♥♦r♠❛❧❡s✱ ✐✳❡✳ Bi,Ki ❡t Ei ♣♦✉r t♦✉t ❛❣❡♥t i ∈ N ✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❑❇❊✲
❞é❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❡st ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ S✲❞é❞✉❝t✐❜✐❧✐té ♣rés❡♥té❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✶ ♦ù S = KBE✳
✶✵✵ ▲❡ s②stè♠❡ ❑❇❊ ✲ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
(CP ) ❚♦✉s ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞✉ ❈P
(RE) ∀✷i ∈ {Bi,Ki, Ei, E
d
i } ❙✐ ⊢ φ⇔ ψ ❛❧♦rs ⊢ ✷iφ⇔ ✷iψ
(DUAL) ∀(✷i,✸i) ∈ {(Bi, 〈Bi〉), (Ki, 〈Ki〉), (Ei, 〈Ei〉), (E
d
i , 〈E
d
i 〉)} ⊢ ✷iφ⇔ ¬✸i¬φ
(S5Ki) ❚♦✉s ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❙✺ s♦♥t ✈ér✐✜és ♣♦✉r Ki
(S5Ei) ❚♦✉s ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❙✺ s♦♥t ✈ér✐✜és ♣♦✉r Ei
(KD45Bi) ❚♦✉s ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❑❉✹✺ s♦♥t ✈ér✐✜és ♣♦✉r Bi
(Edi Ei) ⊢ E
d
i φ⇒ Eiφ
(CEdi
) ⊢ Edi φ ∧ E
d
i ψ ⇒ E
d
i (φ ∧ ψ)
(¬NEdi
) ⊢ ¬Edi ⊤
(4KiEi) ⊢ E
d
i φ⇒ KiE
d
i φ
(5KiEi) ⊢ ¬E
d
i φ⇒ Ki¬E
d
i φ
(KB) ⊢ Kiφ⇒ Biφ
(4KB) ⊢ Biφ⇒ KiBiφ
(5KB) ⊢ ¬Biφ⇒ Ki¬Biφ
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ❙②stè♠❡ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ❝❛❞r❡ ❑❇❊
✸✳✷ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❡t ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❑❇❊
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡
♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶ ❡st ❝♦rr❡❝t✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❡ s②stè♠❡
❛①✐♦♠❛t✐q✉❡ ❡st ❝♦♠♣❧❡t✳ ❉❛♥s ✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❡ s②stè♠❡ ✈ér✐✜❡ ❧❡s
t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥✱ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t ❡t ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s
q✉❡❧q✉❡s t❤é♦rè♠❡s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❞é❞✉✐ts ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❑❇❊✳
✸✳✷✳✶ ❈♦rr❡❝t✐♦♥
P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❑❇❊✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥
✉♥ ❝❛❞r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ C = (W, {Bi}i∈N , {Ki}i∈N , {Ei}i∈N , {Edi }i∈N )✳
▼♦❞❛❧✐tés ♥♦r♠❛❧❡s
P♦✉r t♦✉t ❛❣❡♥t i ∈ N ✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ♠♦❞❛❧✐tés Ki✱ Bi ❡t Ei s♦♥t ❞❡s ♠♦❞❛❧✐tés ♥♦r♠❛❧❡s✱ ✐❧
❡st st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❙✺ ♣♦✉r ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s t❡❧❧❡s
q✉❡ Ei ❡t Ki ✭❇❧❛❝❦❜✉r♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝❧❛rté ❡t ❞❡ ❝♦♥❝✐s✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥❡
❧❡s ❞♦♥♥♦♥s ♣❛s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡t ♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé à ❝❡s ♣r❡✉✈❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
♣✉✐sq✉❡ Bi ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té ♥♦r♠❛❧❡✱ ✐❧ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉✬✉♥ s②stè♠❡
❑❉✹✺ ❡st ❝♦rr❡❝t ✈✐s à ✈✐s ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s Bi q✉✐ s♦♥t sér✐❡❧❧❡s✱ tr❛♥s✐t✐✈❡s ❡t ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡s✳
▼♦❞❛❧✐tés ♥♦♥ ♥♦r♠❛❧❡s
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡s ♠♦❞❛❧✐tés ♥♦♥ ♥♦r♠❛❧❡s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s ❞é✲
❧✐❜éré❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❧✐❡♥s r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧s ❡①✐st❛♥ts ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞❛❧✐tés Ei ❡t Edi ❞✉ s②stè♠❡✳ ◆♦✉s
❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❡t ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❑❇❊ ✶✵✶
♣r♦✉✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬✐♥tr♦s♣❡❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s✉r ❧❡s ✐♥t❡♥✲
t✐♦♥s ❞é❧✐❜éré❡s ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ✐✳❡✳ |= Edi p⇒ KiE
d
i p✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶ ✿
C |= Edi p⇒ KiE
d
i p
s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱
∀w ∈ W : Edi (w) ⊆
⋂
v∈W:wKiv
Edi (v)
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✭⇒✮ P❛r ❝♦♥tr❛♣♦s✐t✐♦♥✱ s✉♣♣♦s♦♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ C t❡❧ q✉❡ ✿
∃w ∈ W : Edi (w) 6⊆
⋂
v∈W:wKiv
Edi (v)
❉é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ M t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♠♦♥❞❡s ❞✐st✐♥❝ts w, v ∈ W : v 6= w✱ Edi (w) =
{{w}}✱ Edi (v) = {{}}✱ wKiv ❡t V (p) = {w}✳ ❈♦♠♠❡ |p| ∈ E
d
i (w)✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s q✉❡ M, w |= E
d
i p✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♣✉✐sq✉❡ |p| 6∈ Edi (v)✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s M, v |= ¬E
d
i p✳ ❖r✱ ❝♦♠♠❡ wKiv✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡
M, w |= ¬KiE
d
i p✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈é q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ t❡❧ q✉❡ M 6|= E
d
i p ⇒ KiE
d
i p
❡t ❞♦♥❝ C 6|= Edi p⇒ KiE
d
i p✳
✭⇐✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s C 6|= Edi p⇒ KiE
d
i p✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ M ❡t ✉♥ ♠♦♥❞❡ w ∈ W
t❡❧ q✉❡ M, w |= Edi p ∧ ¬KiE
d
i p✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ |p| ∈ E
d
i (w)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ v ∈ W t❡❧
q✉❡ ✿ wKiv ❡t M, v |= ¬Edi p✱ ✐✳❡ |p| 6∈ E
d
i (v)✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ ✿
|p| 6∈
⋂
v∈W:wKiv
Edi (v)
◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ✿
∃w ∈ W : Edi (w) 6⊆
⋂
v∈W:wKiv
Edi (v)
❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ ❧✬✐♥tr♦s♣❡❝t✐♦♥ ♥é❣❛t✐✈❡ ❞❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s ❞é❧✐❜éré❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉①
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛❞r❡✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷ ✿
C |= ¬Edi p⇒ Ki¬E
d
i p
s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱
∀w, v ∈ W, ∀S ∈ 2W : S 6∈ Edi (w) =⇒ (wKiv ⇒ S 6∈ E
d
i (v))
✶✵✷ ▲❡ s②stè♠❡ ❑❇❊ ✲ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✭⇒✮ P❛r ❝♦♥tr❛♣♦s✐t✐♦♥✱ s✉♣♣♦s♦♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ C t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ w, v ∈ W ✱ ❡t ✐❧
❡①✐st❡ S ∈ 2W ✿
S 6∈ Edi (v) ∧ wKiv ∧ S ∈ E
d
i (v)
❉é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ M t❡❧ q✉❡ Edi (w) = {{}}✱ E
d
i (v) = {{w, v}}✱ wKiv ❡t V (p) = {w, v}✳
P✉✐sq✉❡ |p| 6∈ Edi (w)✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ M, w |= ¬E
d
i p✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ |p| ∈ E
d
i (v)✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s q✉❡ M, v |= Edi p✳ ❖r ♣✉✐sq✉❡ wKiv✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s q✉❡ M, w |= ¬Ki¬E
d
i p✳ ❆✐♥s✐ M, w |=
¬Edi p∧¬Ki¬E
d
i p✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈é q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ t❡❧ q✉❡M 6|= ¬E
d
i p⇒ Ki¬E
d
i p
❡t ❞♦♥❝ C 6|= ¬Edi p⇒ Ki¬E
d
i p✳
✭⇐✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♣❛r ❝♦♥tr❛♣♦s✐t✐♦♥ q✉❡ C 6|= ¬Edi p⇒ Ki¬E
d
i p✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡
M ❡t ✉♥ ♠♦♥❞❡ w ∈ W t❡❧ q✉❡ M, w |= ¬Edi p ∧ ¬Ki¬E
d
i p✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ |p| 6∈ E
d
i (w)✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ v ∈ W t❡❧ q✉❡ ✿ wKiv ❡t M, v |= Edi p✱ ✐✳❡ |p| ∈ E
d
i (v)✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s
✈❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ✿
∃w, v ∈ W, ∃S ∈ 2W : S 6∈ Edi (w) ∧ wKiv ∧ S ∈ E
d
i (v)
▲✬❛①✐♦♠❡ (C) ❡st ❛✉ss✐ ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❑❇❊✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸ ✿
C |= Edi p ∧ E
d
i q ⇒ E
d
i (p ∧ q)
s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱
∀w ∈ W : S ∈ Ei(w) ∧ T ∈ Ei(w) =⇒ S ∩ T ∈ Ei(w)
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✭⇒✮ P❛r ❝♦♥tr❛♣♦s✐t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡M t❡❧ q✉❡ ✿ i(p) = {u, v}✱ i(q) =
{v, w} ❡t Edi (w) = {{u, v}, {v, w}}}✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ |p|, |q| ∈ E
d
i (w), ❡t |p| ∩ |q| 6∈ E
d
i (w)✳ ❖r
|p| ∩ |q| = |p∧ q|✳ ❉♦♥❝ |p∧ q| 6∈ Edi (w) ❡tM, w |= ¬E
d
i (p∧ q)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ |p| ∈ Ei(w)∧ |q| ∈
Ei(w)✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s M, w |= Edi p ∧E
d
i q✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ M, w |= E
d
i p ∧E
d
i q ∧ ¬E
d
i (p ∧ q)✳ ❆✐♥s✐✱
♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ C 6|= Edi p ∧ E
d
i q ⇒ E
d
i (p ∧ q)✳
✭⇐✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ C 6|= Edi p ∧ E
d
i q ⇒ E
d
i (p ∧ q)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ M ❡t ✉♥
♠♦♥❞❡ w ∈ W t❡❧ q✉❡ M, w |= Edi p ∧ E
d
i q ∧ ¬E
d
i (p ∧ q)✳ ❉♦♥❝ |p| ∈ Ei(w) ❡t |q| ∈ Ei(w)✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ M, w |= ¬Edi (p ∧ q)✱ ❛❧♦rs |p ∧ q| 6∈ E
d
i (w) ✐✳❡ |p| ∩ |q| 6∈ E
d
i (w)✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s
❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦♥❞❡ w ∈ W✱ S ∈ Ei(w) ∧ T ∈ Ei(w) ∧ S ∩ T 6∈ Ei(w)✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹ ✿
C |= ¬Edi ⊤
s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱
❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❡t ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❑❇❊ ✶✵✸
∀w ∈ W :W 6∈ Ei(w)
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✭⇒✮ P❛r ❝♦♥tr❛♣♦s✐t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡M t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r w ∈ W✱ {W} =
Edi (w) ❞♦♥❝ W ∈ E
d
i (w) ✳ ❖r |⊤| = W ✳ ❉♦♥❝ M, w |= E
d
i ⊤✳ ◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉✬✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ t❡❧ q✉❡ s✐ ∃w ∈ W :W ∈ Edi (w) ❛❧♦rs C 6|= ¬E
d
i ⊤✳
✭⇐✮ P❛r ❝♦♥tr❛♣♦s✐t✐♦♥✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡M t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ w ∈ W✱M, w |=
Edi ⊤✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡ |⊤| ∈ Ei(w) ✐✳❡ W ∈ E
d
i (w)✳
❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞é❧✐❜éré❡s ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❡✛❡ts s✉r ❧❡s ❛❝t✐♦♥s✳
▲✬❛①✐♦♠❡ (Edi Ei) ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❑❇❊✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺ ✿
C |= Edi p⇒ Eip
s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱
∀w ∈ W, ∀S ∈ 2W : S ∈ Edi (w) =⇒ Ei(w) ⊆ S
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✭⇒✮ P❛r ❝♦♥tr❛♣♦s✐t✐♦♥✱ s✉♣♣♦s♦♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ C t❡❧ q✉❡ ✿
∃(w, S) ∈ W × 2W : S ∈ Edi (w) ∧ Ei(w) 6⊆ S
❙♦✐t w ∈ W ✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ M t❡❧ q✉❡ Edi (w) = {{}}✱ V (p) = ∅ ❛✈❡❝ p ∈ P✱ wEiw
❡t ♣♦s♦♥s S = |p|✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ |p| = ∅✱ |p| ∈ Edi (w) ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ M, w |= E
d
i p✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❝♦♠♠❡ M, w |= ¬p ❡t wEiw✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ v = w t❡❧ q✉❡ wEiv,M, v |= ¬p✳ ❉♦♥❝
v ∈ Ei(w) ❡t v 6∈ |p|✱ ✐✳❡✳ M, w |= ¬Eip✳ ❉♦♥❝ M, w |= Edi p ∧ ¬Eip✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♠♦♥tré
q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ M s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✉ ❝❛❞r❡ C ❡t ✉♥ ♠♦♥❞❡ w ∈ W t❡❧ q✉❡
M, w |= Edi p⇒ Eip✳
✭⇐✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s C 6|= Edi p⇒ KiE
d
i p✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ M ❡t ✉♥ ♠♦♥❞❡ w ∈ W
t❡❧ q✉❡ M, w |= Edi p ∧ ¬Eip✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ |p| ∈ E
d
i (w) ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ v ∈ W t❡❧ q✉❡ wEiv
❡t M, v |= ¬p✳ ❉♦♥❝ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ v 6∈ |p|✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ✿
∃(w, S) ∈ W × 2W : S ∈ Edi (w) ∧ Ei(w) 6⊆ S
❊♥✜♥✱ ❧❡s rè❣❧❡s (RE) ✐✳❡✳ s✐ ⊢ φ⇔ ψ ❛❧♦rs ⊢ Edi φ⇔ E
d
i ψ ❡t (DUAL) ✐✳❡✳ |= E
d
i φ⇔ ¬〈E
d
i 〉¬φ
♣rés❡r✈❡♥t ❛✉ss✐ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❡t ❡❧❧❡s s♦♥t ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡s sé♠❛♥t✐q✉❡s ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✭P❛❝✉✐t✱
✷✵✶✼✮✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞és♦r♠❛✐s ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❑❇❊ ❡st ❝♦rr❡❝t✳
✶✵✹ ▲❡ s②stè♠❡ ❑❇❊ ✲ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻ ✿ ▲❡ s②stè♠❡ ❑❇❊ ❡st ❝♦rr❡❝t✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✭✶✮ Pr♦✉✈♦♥s q✉❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té✳ ❙♦✐❡♥t φ ∈ LKBE ✉♥❡
❢♦r♠✉❧❡ ❡t pa1 , ..., pan ∈ P ❧❡s ❛t♦♠❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧s ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ φ ❛✈❡❝ n ∈ N✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s θ = φ(ψ1/pa1 , ..., ψn/pan) ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r φ ❡t
ψ1, . . . , ψn ∈ LKBE ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s✳ ◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♣r♦✉✈❡r q✉❡ s✐ φ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡
❑❇❊ C ❛❧♦rs θ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s C✳ P❛r ❝♦♥tr❛♣♦s✐t✐♦♥✱ s✉♣♣♦s♦♥s C 6|= θ✳ ❉♦♥❝✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
♠♦❞è❧❡ M = (C, V ) ❡t ✉♥ ♠♦♥❞❡ w ∈ W t❡❧ q✉❡ ✿ M, w 6|= θ✳ ❈♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r φ✱
M′ = (C, V ′) t❡❧ q✉❡ ✿
✖ ∀j ∈ N : 1 ≥ j ≥ n,M, w |= ψj =⇒ w ∈ V ′(paj )
✖ ∀j ∈ N : 1 ≥ j ≥ n,M, w 6|= ψj =⇒ w /∈ V ′(paj )
✖ ∀p ∈ P : ∀j ∈ N : p 6= paj , w /∈ V
′(p) ✹
P✉✐sq✉❡ M, w 6|= θ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ψj r❡♥❞ ✐♥✈❛❧✐❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ θ ❞❛♥s ❧❡
♠♦❞è❧❡M ❡t ❧❡ ♠♦♥❞❡ w✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r t♦✉t ψj ♥♦✉s ❛ss♦❝✐♦♥s ✉♥ ❛t♦♠❡ paj ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❛②❛♥t ❧❛
♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✈ér✐té q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ψj ✳ ▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s paj r❡♥❞ ❢❛✉ss❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ φ ❞❛♥s
❧❡ ♠♦❞è❧❡M′ ❡t ❧❡ ♠♦♥❞❡ w✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡M′, w 6|= φ✳ ❉♦♥❝ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ♣❛r
❝♦♥tr❛♣♦s✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té✱ ✐✳❡✳ s✐ φ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ C ❛❧♦rs s❛
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ψ ❧✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s C✳
✭✷✮ Pr♦✉✈♦♥s q✉❡ ❧❡ ♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ⊢ φ ❡t ⊢ φ ⇒ ψ ❞❡✉①
t❤é♦rè♠❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❑❇❊✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝❛❞r❡ C ❧♦❣✐q✉❡ ❑❇❊✱ C |= φ ❡t
C |= (φ ⇒ ψ)✳ ❉♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t ♠♦❞è❧❡ M ❡t ♣♦✉r t♦✉t ♠♦♥❞❡ w✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s M, w |= φ ❡t
M, w |= φ ⇒ ψ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ M, w |= φ ∧ (¬φ ∨ ψ)✱ ✐✳❡✳ M, w |= (φ ∧ ¬φ) ∨ (φ ∧ ψ)✳ ❉♦♥❝✱
M, w |= (φ ∧ ψ)✱ ✐✳❡✳ M, w |= φ ❡t M, w |= ψ✳ ❆✐♥s✐✱ M, w |= ψ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈é q✉❡
♣♦✉r t♦✉t ♠♦❞è❧❡ M ❡t t♦✉t ♠♦♥❞❡ w✱ ψ ❡st ✈❛❧✐❞❡✱ ✐✳❡✳ C |= ψ✳
✭✸✮ Pr♦✉✈♦♥s q✉❡ ❧❛ ♥é❝❡ss✐t❛t✐♦♥ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ♣♦✉r t♦✉t ❛❣❡♥t i ∈ N ✱ ♣♦✉r (✷,R) ∈
{(Bi,Bi), (Ki,Ki), (Ei, Ei)} ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ⊢ φ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❑❇❊✳ ❉♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t
❝❛❞r❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❑❇❊ C✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s C |= φ✳ ❉♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t ♠♦❞è❧❡M ❡t ∀v ∈ W,M, v |= φ✳ ❉♦♥❝
∀w, v ∈ W , wRv : M, v |= φ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ∀w ∈ W ,M, w |= ✷φ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈é q✉❡ s✐
C |= φ ❛❧♦rs C |= ✷φ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ♥é❝❡ss✐t❛t✐♦♥ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té✳
✸✳✷✳✷ ❈♦♠♣❧ét✉❞❡
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❑❇❊✳ P♦✉r ❝❡
❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❍❡♥❦✐♥ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♠❛①✐♠❛✉① ❙✲❝♦♥s✐st❛♥ts✳
P♦✉r t♦✉t r❛♣♣❡❧ s✉r ❝❡s ♥♦t✐♦♥s✱ ♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❑❇❊✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♥♦✉s
♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❑❇❊✳ ■❧ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡
✹✳ P✉✐sq✉❡ p ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❛t♦♠❡ ❝♦♥❝❡r♥é ♣❛r ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ♣❡✉ ✐♠♣♦rt❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ w /∈ h′(p) ♦✉ w ∈ V ′(p)✱
❝❡❧❛ ♥✬❛✛❡❝t❡r❛ ♣❛s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❛ss✉r♦♥s ❥✉st❡✱ ✐❝✐✱ ❞✬❛✈♦✐r ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳
❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❡t ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❑❇❊ ✶✵✺
❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❛♥s ❧❡s sé♠❛♥t✐q✉❡s ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ P♦✉r t♦✉t ❞ét❛✐❧ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r
♣❡✉t ❝♦♥s✉❧t❡r ✭P❛❝✉✐t✱ ✷✵✶✼✮✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶ ✲ ▼♦❞è❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❑❇❊ ✿ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ❝❛❞r❡ ❑❇❊
Mc = (Wc, {Bci}i∈N , {K
c
i}i∈N , {E
c
i }i∈N , {E
dc
i }i∈N , V
c)✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s Mc ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡
♣♦✉r ❑❇❊ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ Mc ❡st t❡❧ q✉❡ ✿
✖ Wc ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❞❡ ♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ♦ù ❝❤❛q✉❡ ♠♦♥❞❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❑❇❊✲❝♦♥s✐st❛♥t ❀
✖ {Bci}i∈N ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ✿
∀i ∈ N , ∀w, v ∈ W : wBci v ss✐ Biφ ∈ w ⇒ φ ∈ v
✖ {Kci}i∈N ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ✿
∀i ∈ N , ∀w, v ∈ W : wKciv ss✐ Kiφ ∈ w ⇒ φ ∈ v
✖ {Eci }i∈N ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ✿
∀i ∈ N , ∀w, v ∈ W : wEci v ss✐ Eiφ ∈ w ⇒ φ ∈ v
✖ {Ed
c
i }i∈N ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ t❡❧❧❡s q✉❡ ✿
∀i ∈ N , ∀w ∈ W : Ed
c
i (w) := {||φ|| : Eiφ ∈ w} ❛✈❡❝ ||φ|| := {w|w ∈ W
c ∧ φ ∈ w}
✖ V c : P → 2W ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
∀p ∈ P, V c(p) = ||p||, ❛✈❡❝ ||p|| := {w|w ∈ Wc ∧ p ∈ w}
◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ r❡♣♦s❡
s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧ t❡❧❧❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ✭P❛❝✉✐t✱ ✷✵✶✼✮✳ ❉❛♥s ❧❛
s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✶✳ ∀i ∈ N , ∀w ∈ Wc,K∗i (w) := {φ|Kiφ ∈ w} ❀
✷✳ ∀i ∈ N , ∀w ∈ Wc,B∗i (w) := {φ|Biφ ∈ w} ❀
✸✳ ∀i ∈ N , ∀w ∈ Wc, E∗i (w) := {φ|Eiφ ∈ w}✳
▲❡♠♠❡ ❞❡ ✈ér✐té
❙♦✐t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ Mc = (Wc, {Bci}i∈N , {K
c
i}i∈N , {E
c
i }i∈N , {E
dc
i }i∈N , V
c) ♣♦✉r ❑❇❊✳
▲❡♠♠❡ ✸✳✶ ✿ ❙♦✐❡♥t i, j ∈ N ❡t φ ∈ LKBE ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✱
✶✳ ∀w ∈ Wc : ¬Kiφ ∈ w ⇒ K∗i (w) ∪ {¬φ} ❡st ❑❇❊✲❝♦♥s✐st❛♥t
✷✳ ∀w ∈ Wc : ¬Biφ ∈ w ⇒ B∗i (w) ∪ {¬φ} ❡st ❑❇❊✲❝♦♥s✐st❛♥t
✶✵✻ ▲❡ s②stè♠❡ ❑❇❊ ✲ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
✸✳ ∀w ∈ Wc : ¬Eiφ ∈ w ⇒ E∗i (w) ∪ {¬φ} ❡st ❑❇❊✲❝♦♥s✐st❛♥t
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t w ∈ Wc✱ i, j ∈ N ✱ R ∈ {Kci ,B
c
i}✱ ✷ ∈ {Ki, Bi, Ei} ❡t φ ∈ LKBE ✉♥❡
❢♦r♠✉❧❡✳ ❘❛✐s♦♥♥♦♥s ♣❛r ❝♦♥tr❛♣♦s✐t✐♦♥ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ R∗(w) ∪ {¬φ} ❡st ❑❇❊✲✐♥❝♦♥s✐st❛♥t✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ n ∈ N ❡t ψ1, . . . , ψn ∈ R∗(w) t❡❧s q✉❡ ✿
✶✳ ⊢ ¬(
∧n
k=1 ψk ∧ ¬φ)
✷✳ ⊢ ¬
∧n
k=1 ψk ∨ ¬¬φ
✸✳ ⊢
∧n
k=1 ψk ⇒ φ
✹✳ ⊢ ✷(
∧n
k=1 ψk ⇒ φ)
✺✳ ⊢ (✷
∧n
k=1 ψk ⇒ ✷φ)
✻✳ ⊢ (
∧n
k=1✷ψk ⇒ ✷φ)
✼✳ ⊢ ¬(
∧n
k=1✷ψk ∧ ¬✷φ)
❉♦♥❝ {✷ψ1, . . . ,✷ψn,¬✷φ} ❡st ❑❇❊✲✐♥❝♦♥s✐st❛♥t✳ ❖r ∀k ∈ {1, . . . , n}, ψk ∈ R∗(w) s✐✱ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ✷ψk ∈ w ❡t w ❡st ♠❛①✐♠❛❧ ❑❇❊✲❝♦♥s✐st❛♥t✳ ❆✐♥s✐
∧n
k=1✷ψk ∈ w ✭▼❈✸✬✮ ❡t
❞♦♥❝ {✷ψ1, ...,✷ψn} ❡st ❙✲❝♦♥s✐st❛♥t✳ ▼❛✐s {✷ψ1, ...,✷ψn}∪{¬✷φ} ❡st ❑❇❊✲✐♥❝♦♥s✐st❛♥t✳ ❉♦♥❝
¬✷φ ♥❡ ♣❡✉t ❛♣♣❛rt❡♥✐r à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ♠❛①✐♠❛❧ ❑❇❊✲❝♦♥s✐st❛♥t w✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❛r
❧✬❛❜s✉r❞❡✱ s✐ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ¬✷φ ∈ w✱ ♥♦✉s ❛✉r✐♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡
∧n
k=1✷ψk ∧ ¬✷φ ∈ w ✭♣❛r ▼❈✸✬✮✱ ❡t
{✷ψ1, ...,✷ψn,¬✷φ} s❡r❛✐t ❑❇❊✲❝♦♥s✐st❛♥t✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ¬✷φ /∈ w✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♠♦♥tré q✉❡ s✐ ¬✷φ ∈ w ❛❧♦rs R∗(w) ∪ {¬φ} ❡st ❑❇❊✲❝♦♥s✐st❛♥t✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ s❡❝♦♥❞ ❧❡♠♠❡ ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡✳
❈❡ ❧❡♠♠❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ ✈❛❧✐❞❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
♠❛①✐♠❛❧ ❑❇❊✲❝♦♥s✐st❛♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♠♦♥❞❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❡❧❧❡ ❡st ✈ér✐✜é❡ ❡t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✳
▲❡♠♠❡ ✸✳✷ ✿ ❙♦✐t φ ∈ LKBE ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✱
Mc |= φ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ∀w ∈ Wc, φ ∈ w
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❘❛✐s♦♥♥♦♥s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✳
✭■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✮ ❙✐ φ ∈ LKBE ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❞❡❣ré ✵✱ ✐✳❡✳ ✐❧ ❡①✐st❡ p ∈ P, φ = p✳ P❛r
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✿ ∀w ∈ Wc, w ∈ V (p) s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ p ∈ w✳
✭❍éré❞✐té✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ φ ∈ LKBE ❞❡ ❞❡❣ré str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à
n ∈ N∗✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ∀w ∈ Wc,Mc, w |= φ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ∀w ∈ Wc, φ ∈ w✳
❙♦✐❡♥t ψ, θ ∈ LKBE t❡❧❧❡s q✉❡ max(deg(ψ), deg(θ)) = n − 1✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t
♠♦♥❞❡ w ∈ Wc✱ Mc, w |= ψ ss✐ ψ ∈ w ❡t Mc, w |= θ ss✐ θ ∈ w✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s q✉❡ Mc, w |= ¬ψ ss✐ Mc, w 2 ψ ss✐ ψ /∈ w✳ P✉✐s Mc, w |= ψ ∧ θ ss✐
Mc, w |= ψ ❡t Mc, w |= θ ss✐ ψ ∈ w ❡t θ ∈ w ss✐ ψ ∧ θ ∈ w ✭▼❈✸✬✮✳ ❊♥s✉✐t❡ Mc, w |= ψ ∨ θ ss✐
❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❡t ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❑❇❊ ✶✵✼
Mc, w |= ψ ♦✉ Mc, w |= θ ss✐ ψ ∈ w ♦✉ θ ∈ w ss✐ ψ ∨ θ ∈ w ✭▼❈✸✮✳ ❊♥✜♥ Mc, w |= ψ ⇒ θ ss✐
Mc, w |= ¬ψ ♦✉ Mc, w |= θ ss✐ ψ /∈ w ♦✉ θ ∈ w ss✐ ψ ⇒ θ ∈ w✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s (R,✷) ∈ {(Bi, Bi), (Ki,Ki), (Ei, Ei)} ❡t ✉♥ ♠♦♥❞❡ w ∈ Wc✳ ❉é♠♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥✲
t❡♥❛♥t ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞❛❧✐tés ♥♦r♠❛❧❡s ♣❛r ❞♦✉❜❧❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
(⇒) ❙✉♣♣♦s♦♥s ♣❛r ❝♦♥tr❛♣♦s✐t✐♦♥ q✉❡ ✷ψ /∈ w ❡t ❝♦♠♠❡ w ❡st ♠❛①✐♠❛❧ ❑❇❊✲❝♦♥s✐st❛♥t✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ¬✷ψ ∈ w✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s R∗(w)∪ {¬ψ} ❡st ❑❇❊✲❝♦♥s✐st❛♥t ❡t
❞♦♥❝✱ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲✐♥❞❡♥❜❛✉♠✱ ✐❧ ❡①✐st❡ v ∈ Wc : R∗(w) ∪ {¬ψ} ⊆ v ❡t v ❡st ♠❛①✐♠❛❧
❑❇❊✲❝♦♥s✐st❛♥t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ¬ψ ∈ v ❡t✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ Rc✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s wRcv✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
❞♦♥❝ ❛✉ss✐ ψ /∈ v ❡t✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ Wc, v 2 ψ✳ ❉♦♥❝ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡①✐st❡ v ∈ Wc :
wRcv : v |= ¬ψ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s Mc, w |= ¬✷ψ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ Mc, w 2 ✷ψ✳
(⇐) P❛r ❝♦♥tr❛♣♦s✐t✐♦♥✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Mc, w 2 ✷ψ✱ ✐✳❡✱ Mc, w |= ¬✷ψ✳ ❉♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡
v ∈ W : wRcv,Mc, v |= ¬ψ✳ ❉♦♥❝ Mc, v 2 φ ❡t ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs
φ /∈ v✳ ❖r✱ ♣✉✐sq✉❡ φ /∈ v✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ Rc✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✷φ /∈ w✳
▼♦♥tr♦♥s ❞és♦r♠❛✐s q✉❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡st ❛✉ss✐ ✈ér✐✜é❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Edi φ ❡st ❞❡ ❞❡❣ré
n✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s Mc |= Edi φ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ∀w ∈ W
c :Mc, w |= Edi φ✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱
❝❡❧❛ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ∀w ∈ Wc, {v|v ∈ Wc∧Mc, v |= φ} ∈ Ed
c
i (w)✳ P❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛r éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ q✉❡ ∀w ∈ Wc, {v|v ∈ Wc ∧ φ ∈ v} ∈ Ed
c
i (w)✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ∀w ∈ Wc, ||φ|| ∈ Ed
c
i (w) ❛✈❡❝ ||φ|| := {v|v ∈ W
c ∧ φ ∈ v}✳ ❊♥✜♥✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ ❝❡❧❛ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à Edi φ ∈ w✳
✭❈♦♥❝❧✉s✐♦♥✮ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♠♦♥tré ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ q✉❡ ✿
∀φ ∈ LKBE , ∀w ∈ W
c :Mc, w |= φ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ φ ∈ w
▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❡t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♠❛①✐♠❛✉① ❑❇❊✲❝♦♥s✐st❛♥ts ❛ été
❞é♠♦♥tré✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣r♦✉✈❡r ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❡t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣r♦✉✈é❡s
❞❛♥s ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶ ✲ ▲❡♠♠❡ ❞❡ ✈ér✐té ✿ ❙♦✐t φ ∈ LKBE ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✱
Mc |= φ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ⊢ φ
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t φ ∈ LKBE ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✳ Mc |= φ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ∀w ∈ Wc :Mc, w |= φ
s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ♣❛r ✭❧❡♠♠❡ ✸✳✷✮✱ ∀w ∈ Wc, φ ∈ w s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ♣❛r ✭▼❈✺✮✱ ⊢ φ✳
Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❑❇❊
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞és♦r♠❛✐s ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❑❇❊ ❡st ❝♦♠♣❧❡t✳
✶✵✽ ▲❡ s②stè♠❡ ❑❇❊ ✲ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷ ✲ ✿ ▲❡ s②stè♠❡ ❑❇❊ ❡st ❝♦♠♣❧❡t✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡Mc = (Wc, {Bci}i∈N , {K
c
i}i∈N , {E
c
i }i∈N , {E
dc
i }i∈N , V
c)✳
✭✶✮ ▼♦♥tr♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ✿
∀w ∈ Wc : X ∈ Ed
c
i (w) ∧ Y ∈ E
dc
i (w) =⇒ X ∩ Y ∈ E
dc
i (w)
❙♦✐❡♥t w ∈ Wc✱ X ∈ Eci (w) ❡t Y ∈ E
dc
i (w)✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧✱ ✐❧
❡①✐st❡ ❞♦♥❝ φ, ψ ∈ LKBE t❡❧❧❡s q✉❡ X = ||φ|| ❡t Y = ||ψ||✳ ❆✐♥s✐✱ ||φ|| ∈ Ed
c
i (w) ❡t ||ψ|| ∈ E
dc
i (w)✳
❊♥s✉✐t❡✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs Edi φ ∈ w ❡t E
d
i ψ ∈ w✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ✭▼❈✸✬✮ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❛❧♦rs Edi φ ∧ E
d
i ψ ∈ w✳ ❖r ⊢ E
d
i φ ∧ E
d
i ψ ⇒ E
d
i (φ ∧ ψ)✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❛r ✭▼❈✺✮ E
d
i φ ∧ E
d
i ψ ⇒
Edi (φ ∧ ψ) ∈ w ❡t ♣❛r ✭▼❈✹✮✱ ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ E
d
i (φ ∧ ψ) ∈ w✳ ❉♦♥❝ ||φ ∧ ψ|| ∈ E
dc
i (w)✳
❖r ||φ∧ψ|| = ||φ||∩ ||ψ|| = X ∩Y ✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ♣r♦✉✈é q✉❡ X ∩Y ∈ Ed
c
i (w)✳
✭✷✮ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ✿
∀w ∈ Wc : Ed
c
i (w) ⊆
⋂
v∈W:wKciv
Ed
c
i (v)
❙♦✐❡♥t w ∈ Wc ❡t X ∈ Ed
c
i (w)✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ E
dc
i ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ φ ∈ LKBE ✱ X = ||φ||✳ ❉♦♥❝
Edi φ ∈ w✳ ❖r ⊢ E
d
i φ⇒ KiE
d
i φ ❡t✱ ♣❛r ✭▼❈✺✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s E
d
i φ⇒ KiE
d
i φ ∈ w✱ ♣✉✐s✱ ♣❛r ✭▼❈✹✮
KiE
d
i φ ∈ w✳ ❉♦♥❝✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦✉r t♦✉t v ∈ W
c, wKciv :
Mc, v |= Edi φ✳ ❆✐♥s✐✱ E
d
i φ ∈ v✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ X ∈ E
dc
i (v)✳ ◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡
∀v ∈ Wc, wKciv : X ∈ E
dc
i (v)✱ ✐✳❡✳ X ∈
⋂
v∈W:wKciv
Ed
c
i (v)✳
✭✸✮ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ✿
∀w, v ∈ Wc, ∀X ∈ 2W : X 6∈ Ed
c
i (w) =⇒ (wK
c
iv ⇒ X 6∈ E
dc
i (v))
❙♦✐❡♥t w, v ∈ Wc t❡❧s q✉❡ wKciv ❡t X 6∈ E
dc
i (w)✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ E
dc
i (w) = {||φ|| : E
d
i φ ∈ w}✱
♣✉✐sq✉❡ X 6∈ Ed
c
i (w)✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s φ ∈ LKBE ✱ X = ||φ|| ❡t E
d
i φ ∈ w✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ ❞♦♥❝ q✉❡✱
♣♦✉r t♦✉t φ ∈ LKBE ✱ X = ||φ|| ⇒ Edi φ 6∈ w✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ♣❛r ✭▼❈✷✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦✉r t♦✉t
φ ∈ LKBE ✱ X = ||φ|| ⇒ ¬Edi φ ∈ w✳
■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s✳
✖ ❙♦✐t X s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ X = ||φ|| ❡t ❞♦♥❝ ¬Edi φ ∈ w✳ ❖r ⊢ ¬E
d
i φ ⇒ Ki¬E
d
i φ ❡t✱
♣❛r ✭▼❈✺✮✱ ¬Edi φ ⇒ Ki¬E
d
i φ ∈ w✱ ♣✉✐s✱ ♣❛r ✭▼❈✹✮✱ Ki¬E
d
i φ ∈ w✳ ❆✐♥s✐✱ ∀u ∈ W
c :
wKiu,¬E
d
i φ ∈ u✳ ❊♥✜♥✱ ∀u ∈ W
c : wKiu, ||φ|| 6∈ E
dc
i (u)✱ ❡t ❞♦♥❝ X 6∈ E
dc
i (v) ❀
✖ ❙♦✐t X ♥❡ s✬é❝r✐t ♣❛s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ X = ||φ|| ❡t✱ ♣❛r s✐♠♣❧❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡
♠✐♥✐♠❛❧✱ ♣✉✐sq✉❡ Ed
c
i (w) = {||φ|| : E
d
i φ ∈ w}✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ∀u ∈ W
c : X 6∈ Ed
c
i (u)✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ X 6∈ Ed
c
i (v)✳
✭✹✮ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ✿
∀w ∈ Wc :Wc 6∈ Ed
c
i (w)
❙♦✐t w ∈ Wc✳ P✉✐sq✉❡ ⊢ ¬Edi ⊤✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛r ✭▼❈✺✮ q✉❡ ¬E
d
i ⊤ ∈ w✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ||⊤|| 6∈
Ed
c
i (w)✳ ❖r ♣✉✐sq✉❡ ||⊤|| =W
c✱ ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡ Wc 6∈ Ed
c
i (w)✳
❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❡t ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❑❇❊ ✶✵✾
✭✺✮ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ✿
∀w ∈ W : X ∈ Ed
c
i (w) =⇒ (Ei(w) ⊆ X)
❙♦✐❡♥t w ∈ Wc ❡t X ∈ Ed
c
i (w)✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ E
dc
i (w) = {||φ|| : Eiφ ∈ w}✱ ✐❧ ❡①✐st❡
φ ∈ LKBE t❡❧ q✉❡ X = ||φ||✳ ❉♦♥❝✱ Edi φ ∈ w✳ ❖r ⊢ E
d
i φ⇒ Eiφ ❡t ♣❛r ✭▼❈✺✮✱ E
d
i φ⇒ Eiφ ∈ w✱
♣✉✐s ♣❛r ✭▼❈✹✮✱ Eiφ ∈ w✱ ✐✳❡✳ Mc, w |= Eiφ✳ ❆✐♥s✐✱ ∀u ∈ Wc : u ∈ Eci (w),M
c, u |= φ✳ ❖r
X = ||φ|| ❡t ❞♦♥❝ ∀u ∈ Eci (w), u ∈ ||φ||✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❝♦♠♠❡
v ∈ Eci (w)✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s v ∈ ||φ||✱ ✐✳❡✳ v ∈ X ❡t ❞♦♥❝ Ei(w) ⊆ X✳
✭✻✮ ▲❡s ❛✉tr❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ à ❞é♠♦♥tr❡r ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s Ki✱ Bi ❡t
Ei s♦♥t ❝❧❛ss✐q✉❡s ✭❇❧❛❝❦❜✉r♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ φ ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛❞r❡ C✱ φ ❡st ✈❛❧✐❞❡ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❡
♠♦❞è❧❡M ❞❡ C✳ ❉♦♥❝ φ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s t♦✉t ♠♦❞è❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡Mc✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ⊢ φ✳ ❆✐♥s✐✱
♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❑❇❊ ❡st ❝♦♠♣❧❡t✳
✸✳✷✳✸ Pr♦♣r✐étés ❢♦rt❡s ❞✉ ❝❛❞r❡ ❑❇❊
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ❝❛❞r❡ ❑❇❊ ❝♦♠♠❡ ❧❡s t❤é♦rè♠❡s
❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❢♦rt❡ ❞✉ ❝❛❞r❡✳
❚❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❛ ❑❇❊✲❞é❞✉❝t✐❜✐❧✐té ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ré✢❡①✐✈✐té✱ ❞❡ tr❛♥s✐t✐✈✐té ❡t
❞✬❛✛❛✐❜❧✐ss❡♠❡♥t à ❣❛✉❝❤❡ ♣rés❡♥té❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳ ❈❡s ♣r♦♣r✐étés s♦♥t é✈✐❞❡♥t❡s à ❞é♠♦♥tr❡r
❞❛♥s ❑❇❊✳ ■❧ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s♦♥t ✈ér✐✜és✳
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸ ✲ ❚❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❑❇❊ ✿ ❙♦✐❡♥t Γ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s
♣r♦✉✈é❡s ❞❛♥s ❑❇❊✱ φ ❡t ψ ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s✳
(1) Γ ∪ {ψ} ⊢ φ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ Γ ⊢ ψ ⇒ φ
(2) Γ ∪ {ψ} |= φ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ Γ |= ψ ⇒ φ
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t Γ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ♣r♦✉✈é❡s ❞❛♥s ❑❇❊✱ φ ❡t ψ ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s✳
❉é♠♦♥tr♦♥s ❧❡ s❡♥s (⇒) ❡t s✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ Γ ∪ {ψ} ⊢ φ✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❑❇❊✲
❞é❞✉❝t✐❜✐❧✐té✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ Σ = {ψ1, . . . , ψn},Σ ⊆ Γ ∪ {ψ} t❡❧ q✉❡ ✿
⊢
∧
i∈{1,...,n}
ψi ⇒ φ
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡✉① ❝❛s à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧♦rsq✉❡ ψ ∈ Σ ❡t ❧♦rsq✉❡ ψ 6∈ Σ✳
✶✶✵ ▲❡ s②stè♠❡ ❑❇❊ ✲ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
❙✐ ψ ∈ Σ✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ i ∈ {1, . . . , n} t❡❧ q✉❡ ψ = ψi✳ ❉♦♥❝ ⊢ (
∧
k∈{1,...,n}\{i}
ψk) ∧ ψ ⇒ φ
♣❛r ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❡t ❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❞✉ ∧✳ P✉✐s✱ ⊢
∧
k∈{1,...,n}\{i}
ψk ⇒ (ψ ⇒ φ)✳ ❖r ♣♦✉r t♦✉t
k ∈ {1, . . . , n} \ {i}, ψk ∈ Σ ❡t ❞♦♥❝ ψk ∈ Γ ♣❛r ✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈é ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s
q✉❡ Γ ⊢ ψ ⇒ φ✳
❙✐ ψ 6∈ Σ✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, . . . , n}, ψi 6= ψ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s q✉❡ ✿
⊢
∧
k∈{1,...,n}
ψk ⇒ φ
❖r ❝♦♠♠❡ ⊢ φ⇒ (ψ ⇒ φ) ❡st ✉♥ ❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❈P✱ ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡ ✿
⊢
∧
k∈{1,...,n}
ψk ⇒ (ψ ⇒ φ)
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ {1, . . . , n}, ψk ∈ Σ ❡t ❞♦♥❝ ψk ∈ Γ ♣❛r ✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈é ❞❛♥s ❝❡t ❛✉tr❡ ❝❛s q✉❡ Γ ⊢ ψ ⇒ φ✳
(⇐) Pr♦✉✈♦♥s ❞és♦r♠❛✐s ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Γ ⊢ ψ ⇒ φ✳
■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ Σ = {ψ1, . . . , ψn}, Σ ⊆ Γ t❡❧ q✉❡ ✿
⊢
∧
i∈{1,...,n}
ψi ⇒ (ψ ⇒ φ)
❉♦♥❝ ⊢
∧
i∈{1,...,n}
ψi ∧ ψ ⇒ φ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ t❤é♦rè♠❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ Σ ∪ {ψ} ⊢ φ✳ ❖r
❝♦♠♠❡ Σ ⊆ Γ✱ ♣❛r ❛✛❛✐❜❧✐ss❡♠❡♥t à ❣❛✉❝❤❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡ Γ ∪ {ψ} ⊢ φ✳
▲❛ ✈❡rs✐♦♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ✭✷✮ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞é❝♦✉❧❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡
❑❇❊ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❝♦rr❡❝t ❡t ❝♦♠♣❧❡t✳ ■❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡
sé♠❛♥t✐q✉❡✱ ♣✉✐s ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❡t s❡ r❛♠❡♥❡r à ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ q✉✐ ✈✐❡♥t
❞✬êtr❡ ❞é♠♦♥tré❡ ❡t ❞❡ r❡♣❛ss❡r ♣❛r ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ sé♠❛♥t✐q✉❡✳ ❙✐♥♦♥ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢❛ç♦♥
❞❡ ❧❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❝♦♥s✐st❡ à ❢❛✐r❡ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r ❞♦✉❜❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t ✿
Γ |= ψ ⇒ φ ss✐ ∀M : s✐ M |= Γ, ❛❧♦rs M |= ψ ⇒ φ ss✐ ∀M : M |= Γ ⇒ (ψ ⇒ φ)
ss✐ ∀M : M |= ¬Γ ∨ ¬ψ ∨ φ ss✐ ∀M : M |= ¬(Γ ∧ ψ) ∨ φ ss✐ ∀M : M |= (Γ ∧ ψ) ⇒ φ ss✐
∀M : s✐ M |= Γ ∪ {ψ}, ❛❧♦rs M |= φ ss✐ Γ ∪ {ψ} |= φ✳
❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❢♦rt❡
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞❡ ❑❇❊✳ ▲❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❡st ✉♥❡
❝♦♥séq✉❡♥❝❡ q✉❛s✐♠❡♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬❛✛❛✐❜❧✐ss❡♠❡♥t sé♠❛♥t✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s
r❡❞é♠♦♥tr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡✳
❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❡t ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❑❇❊ ✶✶✶
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✹ ✲ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞❡ ❑❇❊ ✿ ❙♦✐❡♥t Γ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ♣r♦✉✈é❡s
❞❛♥s ❑❇❊✱ φ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑❇❊✳
❙✐ Γ ⊢ φ ❛❧♦rs Γ |= φ
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t Γ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ♣r♦✉✈é❡s ❞❛♥s ❑❇❊✱ φ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑❇❊✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Γ ⊢ φ✱ ❞♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ ψ1, . . . , ψn ∈ Γ tq ⊢ ψ1∧. . .∧ψn ⇒ φ✳ ❉♦♥❝ ♣❛r ❝♦rr❡❝t✐♦♥✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s |= ψ1∧ . . .∧ψn ⇒ φ ✐✳❡✳ |= ¬ψ1∨ . . .∨¬ψn∨φ✳ ❉♦♥❝ |= ¬ψ1∨ . . .∨¬ψn∨¬
∧
θ∈Γ
θ∨φ✳
❆✐♥s✐✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❡ ▼♦r❣❛♥ ❡t ❡♥ r❡❣r♦✉♣❛♥t ❧❡s t❡r♠❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s q✉❡ ✿
|= ¬
∧
θ∈Γ∪{ψ1,...,ψn}
θ ∨ φ
❖r ❝♦♠♠❡ {ψ1, . . . , ψn} ⊆ Γ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s Γ ∪ {ψ1, . . . , ψn} = Γ ❡t ❞♦♥❝ |= ¬
∧
θ∈Γ
θ ∨ φ ✭❛✛❛✐❜❧✐s✲
s❡♠❡♥t sé♠❛♥t✐q✉❡✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ∀M, s✐ M |= Γ, ❛❧♦rs M |= φ✳ ◆♦✉s ✈❡♥♦♥s
❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ Γ |= φ✳
❈♦♠♣❧ét✉❞❡ ❢♦rt❡
▲❡ s②stè♠❡ ❑❇❊ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t✳ P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❢♦rt❡ ❞✉ s②stè♠❡✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸ s✉✐✈❛♥t✳
▲❡♠♠❡ ✸✳✸ ✿ P♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ Γ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❑❇❊✲❝♦♥s✐st❛♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡
Mc t❡❧ q✉❡ ✿ Mc |= Γ✱ ✐✳❡✳ ∀φ ∈ Γ :Mc |= φ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t Γ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❑❇❊✲❝♦♥s✐st❛♥t✳ P❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡
❞❡ ▲✐♥❞❡♥❜❛✉♠✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❑❇❊✲❝♦♥s✐st❛♥t Γ′ t❡❧ q✉❡ Γ ⊆ Γ′✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ Mc = (Wc, (Kci )i∈N , (B
c
i )i∈N , (E
c
i )i∈N , (E
dc
i )i∈N , V
c)✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ∀φ ∈ Γ′ : Mc,Γ′ |= φ✱ ❡t ❞♦♥❝ ∀φ ∈ Γ : Mc,Γ |= φ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦✉✈é q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s Γ ❑❇❊✲❝♦♥s✐st❛♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s
❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ Γ✳
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✺ ✲ ❈♦♠♣❧ét✉❞❡ ❢♦rt❡ ❞❡ ❑❇❊ ✿
▲❡ s②stè♠❡ ❑❇❊ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ φ ∈ LKBE ❡t t♦✉t
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s Γ ⊆ LKBE✱ s✐ Γ |= φ ❛❧♦rs Γ ⊢ φ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉é♠♦♥tr♦♥s ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❢♦rt❡ ♣❛r ❝♦♥tr❛♣♦s✐t✐♦♥✳ ❙♦✐t Γ ⊆ LKBE ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s t❡❧ q✉❡ Γ 6⊢ φ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ Γ ∪ {¬φ} ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❑❇❊✲
❝♦♥s✐st❛♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡✱ s✐ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s Γ ∪ {¬φ} ❡st ❑❇❊✲✐♥❝♦♥s✐st❛♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡r❛✐t
ψ1, . . . , ψn ∈ Γ t❡❧❧❡s q✉❡ ✿ ⊢ ¬(ψ1∧. . .∧ψn∧¬φ) ❡t ❞♦♥❝✱ ♥♦✉s ❛✉r✐♦♥s ❛✉ss✐ ⊢ (ψ1∧. . .∧ψn)⇒ φ✳
✶✶✷ ▲❡ s②stè♠❡ ❑❇❊ ✲ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞é❞✉✐r✐♦♥s q✉❡ Γ ∪ {ψ1, . . . , ψn} ⊢ φ✱ ✐✳❡✳ Γ ⊢ φ✱
❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ Γ 6⊢ φ✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ M t❡❧ q✉❡
M |= Γ ∪ {¬φ}✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ M |= Γ ❡t M |= ¬φ✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉✬✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❡t ❞♦♥❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ M t❡❧ q✉❡ M,Γ 6|= φ✳
✸✳✷✳✹ ◗✉❡❧q✉❡s t❤é♦rè♠❡s ❞é❞✉❝t✐❜❧❡s ❞❛♥s ❑❇❊
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ✭❉✮ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r Edi ✳ ■❧ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t i ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛✈♦✐r
❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ❡t s♦♥ ❝♦♥tr❛✐r❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✻ ✲ ✿ ⊢ ¬Edi ⊥ (DEdi )
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳
✶✳ ⊢ Edi ⊥ ⇒ Ei⊥
✷✳ ⊢ (Edi ⊥ ⇒ Ei⊥)⇒ (¬Ei⊥ ⇒ ¬E
d
i ⊥)
✸✳ ⊢ ¬Ei⊥ ⇒ ¬Edi ⊥
✹✳ ⊢ ¬Ei⊥
✺✳ ⊢ ¬Edi ⊥
❈❡ t❤é♦rè♠❡ tr❛❞✉✐t ❛✉ss✐ sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡ ♥❡ ♣❡✉t ❛♣♣❛rt❡♥✐r à ❛✉❝✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞✬❛✉tr❡s t❤é♦rè♠❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❞✉✐ts ❞❛♥s ❑❇❊✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ t♦✉t ❛❣❡♥t i✱ ❧♦rsq✉✬✐❧ ✈❡✐❧❧❡ à ❝❡ q✉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t j ❝r♦✐t
q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡✱ ❝❡t ❛❣❡♥t i ✈❡✐❧❧❡ ❛✉ss✐ à ❝❡ q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t j ♥❡ ♣✉✐ss❡ ♣❛s ❝r♦✐r❡ q✉❡ ❝❡t ❛❣❡♥t i ♣✉✐ss❡
s❛✈♦✐r ❧❡ ❝♦♥tr❛✐r❡✳ ❯♥ t❡❧ t❤é♦rè♠❡ tr❛❞✉✐t q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ❧♦rsq✉✬✐❧ ❝❤❡r❝❤❡ à ✈é❤✐❝✉❧❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s
❝r♦②❛♥❝❡s✱ q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t ❢♦♥❞é❡s ♦✉ ❢❛✉ss❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠❡♥s♦♥❣❡s✱ ❝❡t ❛❣❡♥t ✈❡✐❧❧❡ t♦✉❥♦✉rs
à êtr❡ ❝ré❞✐❜❧❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❛❣❡♥t✳
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✼ ✲ ✿
✶✳ ❯♥ ❛❣❡♥t q✉✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞é❧✐❜éré❡ ♥❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s
❛❣❡♥ts✱ ② ❝♦♠♣r✐s ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ♣✉✐ss❡♥t ❞ét❡♥✐r ❧❛ ✈ér✐té✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿
⊢ Edi Bjφ⇒ ¬E
d
i BjKk¬φ
✷✳ ❯♥ ❛❣❡♥t q✉✐ ✈❡✐❧❧❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞é❧✐❜éré❡ q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ♥❡ ❝r♦✐t ♣❛s ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♥❡ ♣❡✉t
♣❛s ❛✉ss✐ ✈❡✐❧❧❡r q✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r s❛❝❤❡ q✉❡ ❞❡s ❛❣❡♥ts ❞ét✐❡♥♥❡♥t ❧❛ ✈ér✐té✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿
⊢ Edi ¬Bjφ⇒ ¬E
d
i BjKkφ
❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❡t ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❑❇❊ ✶✶✸
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❝❡s t❤é♦rè♠❡s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❡s s❝❤é✲
♠❛s ❞❡ ♣r❡✉✈❡✱ ♣✉✐s ❞❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ à ❧❛ ❍✐❧❜❡rt ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳
✭✶✮ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ⊢ Bjφ ⇒ ¬BjKk¬φ✳ ❈❡ t❤é♦rè♠❡ ✈✐❡♥t ❞✐r❡❝t❡✲
♠❡♥t ❞✬✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t Bjφ∧BjKk¬φ✱ ♣✉✐s✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬❛①✐♦♠❡
(TKk)✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♥é❝❡ss✐t❛t✐♦♥ ⊢ Ei(Bjφ ⇒ ¬BjKk¬φ)✱ ♣✉✐s
❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s (MP ) s✉r ❧✬❛①✐♦♠❡ (KEi)✳ ■♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ⊢ EiBjφ⇒ Ei¬BjKk¬φ✳
❊♥s✉✐t❡✱ ❛✈❡❝ (Edi Ei) + (MP )✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs ⊢ E
d
i Bjφ ⇒ Ei¬BjKk¬φ✳ ❊♥✜♥✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐✲
q✉❛♥t ❧❡ ♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s s✉r (DEi) ❡t ❧❛ ❝♦♥tr❛♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ (E
d
i Ei)✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ⊢ E
d
i Bjφ ⇒
¬Edi BjKk¬φ✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❛✈❡❝ ✉♥ s②stè♠❡ à ❧❛ ❍✐❧❜❡rt ❡st ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❆✳
✭✷✮ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❛✈❡❝ (NecBj ) s✉r (TKk)✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ⊢ BjKkφ ⇒ Bjφ✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐✲
q✉❛♥t (NecEi) s✉r ❧❛ ❝♦♥tr❛♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ⊢ Ei¬Bjφ ⇒ Ei¬BjKkφ✳
❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ⊢ Edi ¬Bjφ⇒ Ei¬BjKkφ ❛✈❡❝ (E
d
i Ei) + (MP )✳ ❊♥✜♥✱ ♣❛r ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t
❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s s✉r ❧✬❛①✐♦♠❡ (DEi) ❡t ❧❛ ❝♦♥tr❛♣♦s✐t✐♦♥
❞❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ (Edi Ei)✱ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ⊢ E
d
i ¬Bjφ⇒ ¬E
d
i BjKkφ✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❛✈❡❝ ✉♥ s②stè♠❡ à ❧❛ ❍✐❧❜❡rt ❡st ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❆✳
❊♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡Kiφ⇒ Biφ ❡st ¬Biφ⇒ ¬Kiφ✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é❞✉✐r❡
❞❡✉① ❝♦r♦❧❧❛✐r❡s ✐♠♠é❞✐❛ts à ❝❡s ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s ✿
✶✳ ⊢ EiBjφ⇒ Ei¬KjKi¬φ
✷✳ ⊢ Ei¬Bjφ⇒ Ei¬KjKiφ
❈❡s ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡ ♥♦✉s ❛♣♣r❡♥♥❡♥t q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t q✉✐ ✈❡✐❧❧❡ à ❢❛✐r❡ ❝r♦✐r❡ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ à
q✉❡❧q✉✬✉♥✱ ✈❡✐❧❧❡ ❛✉ss✐ à ❝❡ q✉✬✐❧ ♥❡ s❛❝❤❡ ♣❛s q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t q✉✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ♣✉✐ss❡ s❛✈♦✐r
❧❡ ❝♦♥tr❛✐r❡✳ ■❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❧♦rsq✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ✈❡✐❧❧❡ à ❡♠♣ê❝❤❡r ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t ❞❡ ❝r♦✐r❡✱ ✉♥❡
❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ s❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s ❡st ❛✉ss✐ q✉✬✐❧ ❧✬❡♥ ❡♠♣ê❝❤❡ ❞❡ s❛✈♦✐r q✉❡ ❧✉✐ s❛✐t✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❑❇❊✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✉ss✐ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ q✉✐ ❢❛❝✐t ♣❡r ❛❧✐✉♠
❢❛❝✐t ♣❡r s❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡≪❝❡❧✉✐ q✉✐ ❛❣✐t à tr❛✈❡rs ✉♥ ❛✉tr❡ ❢❛✐t ❛❝t❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡≫✳ ❙✐ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
❡st ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ❞✬✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❡r ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t s❛♥s q✉✬✐❧ ♥❡ s✬❡♥ r❡♥❞❡ ❝♦♠♣t❡✱ ❝❡❧❛
s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛♥t ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t à ❛❣✐r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐❧❧é❣❛❧❡ ❢❛✐t ❧✉✐ ❛✉ss✐ ❛❝t❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡✳
❯♥ ❛❣❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ❡st ❞♦♥❝ ❧✉✐ ❛✉ss✐ r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞✬❛❝t❡s ✐❧❧é❣❛✉① ♣❡r♣étrés ♣❛r ✉♥ ❛❣❡♥t
♠❛♥✐♣✉❧é✳ ▲❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r✱ ♣❛r ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡✱ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣❛rt ❞❡ r❡s♣♦♥s❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❝❡s ❛❝t❡s
❝♦♠♠✐s✳
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✽ ✲ ◗✉✐ ❢❛❝✐t ♣❡r ❛❧✐✉♠ ❢❛❝✐t ♣❡r s❡ ✿
⊢ (Edi Ejφ ∨ E
d
i E
d
j φ)⇒ Eiφ
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ (Edi Ei) ❡t (NecEi) s✉r (TEj )✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ⊢ Edi Ejφ⇒ Eiφ✳ P♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ (E
d
i Ei)✱ ♥♦✉s
✶✶✹ ▲❡ s②stè♠❡ ❑❇❊ ✲ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
❛✈♦♥s ⊢ Edi Ejφ ⇒ EiEjφ✱ ♣✉✐s ❛✈❡❝ (NecEi) s✉r (TEj )✱ ⊢ E
d
i E
d
j φ ⇒ Eiφ✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣❛r
é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ⊢ (Edi Ejφ ∨ E
d
i E
d
jE
d
j φ)⇒ Eiφ✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❛✈❡❝ ✉♥ s②stè♠❡ à ❧❛ ❍✐❧❜❡rt ❡st ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❆✳
✸✳✸ ❯♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ q✉❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡
❞✬✉♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ❞✬✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❡r ✉♥ ❛❣❡♥t ✈✐❝t✐♠❡✱ t♦✉t ✈❡✐❧❧❛♥t à ❧✉✐ ❞✐ss✐♠✉❧❡r ❝❡tt❡ ✐♥t❡♥✲
t✐♦♥✳ ❯♥ ❛❣❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧é ♣❡✉t s❛t✐s❢❛✐r❡ à ❝❡tt❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s♦✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞é❧✐❜éré❡✱ ♦✉ s♦✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥
♥♦♥ ❞é❧✐❜éré❡✳ P♦✉rt❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣❛r❧❡r ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱
✉♥ ❛❣❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ♣❡✉t ❛✉ss✐ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❡r ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t ❛✜♥ ❞❡ ❧✬❡♥ ❡♠♣ê❝❤❡r ❞❡ ❢❛✐r❡
q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ ♥♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❛✉ss✐ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥ ❛❣❡♥t ♣❡✉t
❞✐ss✐♠✉❧❡r s❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s s♦✐t ❡♥ ✈❡✐❧❧❛♥t à ❝❡ q✉❡ ❧✬❛✉tr❡ ❛❣❡♥t ♥❡ s❛❝❤❡ ♣❛s s❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s ♦✉
❡♥ ✈❡✐❧❧❛♥t à ❝❡ q✉✬✐❧ ♥❡ ♣✉✐ss❡ ♣❛s ❝r♦✐r❡ q✉❡ s❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❡r✳ ❉❛♥s ❝❡s ❞❡✉①
❞❡r♥✐❡rs ❝❛s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥❝♦r❡ ♣❛r❧❡r ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❞é✜♥✐r
❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❑❇❊✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ sé♣❛r❡r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ❤✉✐t
❝❛s✳ ❈❡s ❝❛s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠❡s q✉❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ ♠❛♥✐✲
♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❞✐t❡ ❢♦rt❡ s✐ ❧✬❛❣❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧é ✈❡✐❧❧❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ à ré❛❧✐s❡r ❧❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s ❞✉
♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r✱ s✐♥♦♥ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❞✐t❡ ❞♦✉❝❡✳ ◆♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡str✉❝t✐✈❡ s✐
❧✬❛❣❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ✈❡✐❧❧❡ à ❡♠♣ê❝❤❡r ❧✬❛❣❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧é ❞✬❛❣✐r✱ s✐♥♦♥ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❞✐t❡
❝♦♥str✉❝t✐✈❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧✬❛❣❡♥t ❞✐ss✐♠✉❧❡ s❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❞❡
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞✐ss✐♠✉❧❛t✐♦♥ é♣✐sté♠✐q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛❣❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ✈❡✐❧❧❡ à ❝❡ q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t
♠❛♥✐♣✉❧é ♥❡ s❛❝❤❡ ♣❛s ❡t ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞✐ss✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦①❛st✐q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛❣❡♥t ♠❛♥✐✲
♣✉❧é ♥❡ ❝r♦✐t ♣❛s q✉❡ ❧❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ❧✬✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❡✳ ❊♥✜♥✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❑❇❊✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❣é✲
♥ér❛❧❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ♥♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❡♥ q✉♦✐ ✓ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛
❝♦❡r❝✐t✐♦♥✱ ♥✐ ❞❡ ❧❛ ♣❡rs✉❛s✐♦♥ ❡t ♥✬❡st ♣❛s ❡♥t✐èr❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡ ✔ ✭❍❛♥❞❡❧♠❛♥✱
✷✵✵✾✮✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❛❧♦rs ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❛♥s ❑❇❊ ❞❡ ❧❛ ❝♦❡r❝✐t✐♦♥✱ ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡ ❡t ❞❡
❧❛ ♣❡rs✉❛s✐♦♥✳
✸✳✸✳✶ ❉✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠❡s ❞✬✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐ss✐♠✉❧❛t✐♦♥
▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞✬✉♥❡
❞✐ss✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶ ❡t ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷ ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢❛ç♦♥s ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧✬✐♥s✲
tr✉♠❡♥t❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞✐ss✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥str✉❝t✐✈❡s ❡t ❧❡s ❝❛s ❞❡
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❞❡str✉❝t✐✈❡s✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❧✬✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Edi E
d
j φ✳ ▲✐ttér❛❧❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞é✲
❝r✐t q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t i ❡♠♣❧♦✐❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❛♠❡♥❛♥t ❧✬❛❣❡♥t j ❛ ❡✛❡❝t✉é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s q✉✐
♠è♥❡♥t à r❡♥❞r❡ ✈r❛✐ ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ φ✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞♦✉❝❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té
♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Edi Ejφ✳ ❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥str✉❝t✐✈❡s✱ ❧❛ ❞✐ss✐♠✉❧❛t✐♦♥ é♣✐s✲
❯♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✶✶✺
■♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❛t✐♦♥ ❉✐ss✐♠✉❧❛t✐♦♥
❋♦rt❡ ✭Edi E
d
j φ✮ ➱♣✐sté♠✐q✉❡ ✭E
d
i ¬KjE
d
i E
d
j φ✮
❉♦✉❝❡ ✭Edi Ejφ✮ ❉♦①❛st✐q✉❡ ✭E
d
i ¬BjE
d
i Ejφ✮
❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶ ✕ ❋♦r♠❡s ❝♦♥str✉❝t✐✈❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
té♠✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Edi ¬KjE
d
i Ejφ ❡t ❧❛ ❞✐ss✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦①❛st✐q✉❡ ♣❛r ❧❛
❢♦r♠✉❧❡ Edi ¬BjE
d
i Ejφ✳
■♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❛t✐♦♥ ❉✐ss✐♠✉❧❛t✐♦♥
❋♦rt❡ ✭Edi ¬E
d
j φ✮ ➱♣✐sté♠✐q✉❡ ✭E
d
i ¬KjE
d
i ¬E
d
j φ✮
❉♦✉❝❡ ✭Edi ¬Ejφ✮ ❉♦①❛st✐q✉❡ ✭E
d
i ¬BjE
d
i ¬Ejφ✮
❚❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷ ✕ ❋♦r♠❡s ❞❡str✉❝t✐✈❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷ ❞é❝r✐t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❞❡str✉❝t✐✈❡✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❝❡s ❝❛s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❞❡str✉❝t✐✈❡s✱ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞♦✉❝❡ ② ❡st r❡♣rés❡♥té❡
♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Edi ¬Ejφ✱ ❧❛ ❢♦rt❡ ② ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ E
d
i ¬E
d
j φ✱ ♣✉✐s ❧❛ ❞✐ss✐♠✉❧❛t✐♦♥
é♣✐sté♠✐q✉❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Edi ¬KjE
d
i ¬E
d
j φ ❡t ❡♥✜♥✱ ❧❛ ❞✐ss✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦①❛st✐q✉❡ ② ❡st r❡♣rés❡♥té❡
♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Edi ¬BjE
d
i ¬E
d
j φ✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❝♦♠❜✐♥♦♥s ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠❡s ❞✬✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐ss✐♠✉❧❛t✐♦♥
♣♦✉r ❞é✜♥✐r t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡s ❞❛♥s ❑❇❊✳
✸✳✸✳✷ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡✱ ❞❡str✉❝t✐✈❡✱ ❢♦rt❡ ❡t ❞♦✉❝❡
■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡r ✉♥ ❛❣❡♥t ✿ s♦✐t ❡♥ ❧❡ ♣♦✉ss❛♥t à ❛❣✐r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞é❧✐✲
❜éré❡ ♦✉ ♥♦♥✱ s♦✐t ❡♥ ❧✬❡♠♣ê❝❤❛♥t ❞✬❛❣✐r✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❞♦✉❝❡
❧♦rsq✉❡ ❧✬❛❣❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ❛♠è♥❡ s❛ ✈✐❝t✐♠❡ à ré❛❧✐s❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ♦✉ ♥♦♥ ❧❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s
❞✉ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡r✱
❡❧❧❡ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❞✐ss✐♠✉❧❡r s♦♥ ✐♥t❡♥t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❞✐ss✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❝❛r❛❝tér✐sé❡ s♦✐t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ♥❡ ♣❛s s❛✈♦✐r ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞✉ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r
✭❞✐ss✐♠✉❧❛t✐♦♥ é♣✐sté♠✐q✉❡✮✱ s♦✐t ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❝r♦✐r❡ ✭❞✐ss✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦①❛st✐q✉❡✮✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐s✲
s♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥str✉❝t✐✈❡s ❞♦✉❝❡s ❞❡ ❞❡✉① ❢❛ç♦♥s✱ s✉✐✈❛♥t q✉❡ ❧❛ ❞✐ss✐♠✉❧❛t✐♦♥
s♦✐t é♣✐sté♠✐q✉❡ ♦✉ ❞♦①❛st✐q✉❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷ ✲ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥str✉❝t✐✈❡s ❞♦✉❝❡s ✿ ❙♦✐❡♥t Σ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❡t
❢❡r♠é ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s t❡❧ q✉❡ ⊤ ∈ Σ ❡t φ ∈ Σ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡
❞♦✉❝❡ ❛✈❡❝ ❞✐ss✐♠✉❧❛t✐♦♥ é♣✐sté♠✐q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ MCEKΣi,jφ ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ✿
MCEKΣi,jφ =
∨
ψ∈Σ
Edi (Ejφ ∧ ¬KjE
d
i Ejφ ∧ ψ)
✶✶✻ ▲❡ s②stè♠❡ ❑❇❊ ✲ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❞♦✉❝❡ ❛✈❡❝ ❞✐ss✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦①❛st✐q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡MCEBΣi,jφ
❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ✿
MCEBΣi,jφ =
∨
ψ∈Σ
Edi (Ejφ ∧ ¬BjE
d
i Ejφ ∧ ψ)
❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞é❝r✐t q✉✬✐❧ ② ❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❞é❧✐❜éré❡ ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t✱ t♦✉t ❡♥ ✈❡✐❧❧❛♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ à ❧✉✐ ❞✐ss✐♠✉❧❡r ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❞❡
❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ Edi Ejφ∧E
d
i ¬KjE
d
i Ejφ ❡st ✈r❛✐❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ⊢ E
d
i φ∧E
d
i ψ ⇒ E
d
i (φ∧ψ) (C)✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ Edi (Ejφ ∧ ¬KjE
d
i Ejφ)✱ ♣✉✐s ♣❛r (RE)✱ E
d
i (Ejφ ∧ ¬KjE
d
i Ejφ ∧⊤) ❡t ❞♦♥❝
MCEKΣi,jφ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ♠♦❞é❧✐s♦♥s ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té
♥♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ (Edi ) q✉✐ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ (C)✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r
t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ❢♦r♠✉❧❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❛ str❛té❣✐❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i✱
q✉✬❡❧❧❡s ❛✐❡♥t ✉♥ ❧✐❡♥ ♦✉ ♥♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❑❇❊ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡
❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ Edi (φ∧ψ) ≡ E
d
i φ∧E
d
i ψ ❡t s✐ E
d
i φ ❡st ✉♥❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛✉ss✐
❝♦♥s✐❞ér❡r Edi (φ∧ψ) ❝♦♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s Σ r❡♣rés❡♥t❡ t♦✉t❡s
❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ❛❣❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t r❛✐s♦♥♥❡r✳ ▲❡s ψ ❝♦♥s✐❞érés s♦♥t ❞♦♥❝ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❡s
❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ Σ q✉✐ ♥❡ ❝♦♥tr❡❞✐s❡♥t ♣❛s Ejφ∧¬KjEdi Ejφ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ψ ❝♦♥tr❡❞✐t Ejφ∧¬KjE
d
i Ejφ✱
❛❧♦rs ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡ Edi ⊥✳ ❖r✱ ❝❡❧❛ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡
⊢ ¬Edi ⊥✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ❞é❝✐❞❡r ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
✐♥✜♥✐s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ LKBE ✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s r❡str❡✐♥❞r❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐
Σ✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ Σ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ❛❣❡♥ts
♦♥t ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ tr♦✉✈❡ ❞♦♥❝ s♦♥ ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡
❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ Ai : W → 2L t❡❧❧❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ✭❙❝❤✐♣♣❡r✱ ✷✵✶✹✮ ❡t ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✳ ■❝✐✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s s✉♣♣♦s❡r q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❛❣❡♥ts ♦♥t ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s
❞❡ Σ ❡t ❞♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t ♠♦♥❞❡ w ∈ W ✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N ✱ ♥♦✉s ❛✉r✐♦♥s Ai(w) = Σ✳ ❯♥ ♣♦✐♥t
r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣r♦✉✈❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ q✉❡
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♠ê♠❡ s✐ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❢❡r♠é ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s Σ✱
♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t i ♠❛♥✐♣✉❧❡ ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t j✳ ◆♦✉s ♥✬❡♥ s♦♠♠❡s
❥❛♠❛✐s ❝❡rt❛✐♥✱ s❛✉❢ s✐ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬❛✉❝✉♥ ❛❣❡♥t ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s
❞❛♥s ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ Σ✳
❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✷ ✿ ■❧❧✉str♦♥s ❝❡ ♣ré❞✐❝❛t ❛✈❡❝ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❧✐é à ❧❛ ♣✉❜❧✐❝✐té✳ ❯♥ ♣✉❜❧✐❝✐t❛✐r❡ ❛
t♦✉❥♦✉rs ♣♦✉r ✐♥t❡♥t✐♦♥s ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❝❧✐❡♥ts ♣♦✉r ❛❝❤❡t❡r ✉♥ ♣r♦❞✉✐t✳ ❈❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s
♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✐ss✐♠✉❧é❡s ❡t ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛r❧❡r ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱
❝❡❧❛ ❞❡✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣✉❜❧✐❝✐t❛✐r❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ✈❡♥t❡ ❝♦♠♣♦sé❡
❞✬✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❝t✐♦♥s✱ q✉✬✐❧ ❝❤❡r❝❤❡ à ❞✐ss✐♠✉❧❡r ❛✉① ❢✉t✉rs ❛❝❤❡t❡✉rs✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s s✉❜❧✐♠✐♥❛❧❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♣✉❜❧✐❝✐t❛✐r❡ ♥❡ ❝❤❡r❝❤❡ ♣❛s à ❞✐ss✐♠✉❧❡r s♦♥ ✐♥t❡♥t✐♦♥
❞❡ ❢❛✐r❡ q✉❡ ❧❡ ❝❧✐❡♥t ❛❝❤èt❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ♠❛✐s à ❞✐ss✐♠✉❧❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ q✉✬✐❧ ✉t✐❧✐s❡
♣♦✉r ✐♥❝✐t❡r ❧❡ ❝❧✐❡♥t à ❛❝❤❡t❡r✳
❙✐ ❧✬❛❣❡♥t i ❡st ❧❡ ♣✉❜❧✐❝✐t❛✐r❡✱ Edi r❡♣rés❡♥t❡ s❛ str❛té❣✐❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ✐♠❛❣❡s s✉❜❧✐♠✐♥❛❧❡s ❛✜♥
❞✬❛♠❡♥❡r ❧❡ ❝❧✐❡♥t j à ❛❝❤❡t❡r ✉♥ ♣r♦❞✉✐t φ✳ ▲❡ ❝❧✐❡♥t ♥❡ s❛✐t ♣❛s q✉❡ ❧❡ ♣✉❜❧✐❝✐t❛✐r❡ ❛ ❡♠♣❧♦②é ❝❡s
❯♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✶✶✼
✐♠❛❣❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Edi (Ejφ∧
¬KjE
d
i Ejφ)✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸ ✲ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♥str✉❝t✐✈❡s ❢♦rt❡s ✿ ❙♦✐❡♥t Σ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❡t ❢❡r♠é
❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s t❡❧ q✉❡ ⊤ ∈ Σ ❡t φ ∈ Σ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❢♦rt❡
❛✈❡❝ ❞✐ss✐♠✉❧❛t✐♦♥ é♣✐sté♠✐q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ MCEdKΣi,jφ ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ✿
MCEdKΣi,jφ =
∨
ψ∈Σ
Edi (E
d
j φ ∧ ¬KjE
d
i E
d
j φ ∧ ψ)
◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❢♦rt❡ ❛✈❡❝ ❞✐ss✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦①❛st✐q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
MCEdBΣi,jφ ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ✿
MCEdBΣi,jφ =
∨
ψ∈Σ
Edi (E
d
j φ ∧ ¬BjE
d
i E
d
j φ ∧ ψ)
❈❡tt❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✐ss✐♠✉❧é❡ ❞✉ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r s✉r ❞❡s ❝❤♦✐① str❛✲
té❣✐q✉❡s q✉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t ♣❡✉t ❢❛✐r❡✳ ▲♦rsq✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ♣♦✉ss❡ ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t à ✈♦t❡r ♣♦✉r ✉♥❡
❝❡rt❛✐♥❡ ♦♣t✐♦♥ φ ✭✐✳❡ Edi E
d
j φ ✮ t♦✉t ❡♥ ❞✐ss✐♠✉❧❛♥t s♦♥ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡r ❞❛♥s s♦♥ ❝❤♦✐①
✭✐✳❡✳ Edi ¬KjE
d
i E
d
j φ ♦✉ E
d
i ¬BjE
d
i E
d
j φ✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ♣❡✉t
êtr❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ré✈é❧❡r s♦♥ ✈ér✐t❛❜❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❛✜♥ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡r ❧✬❛✉tr❡ ❛❣❡♥t✳ ❈❡tt❡
str❛té❣✐❡ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝❛r ♣♦✉r êtr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ♥❡ ❞♦✐✈❡♥t ♣❛s
❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✉ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r✳
❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❞❡str✉❝t✐✈❡s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹ ✲ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❞❡str✉❝t✐✈❡s ✿ ❙♦✐❡♥t Σ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❡t ❢❡r♠é ❞❡
❢♦r♠✉❧❡s t❡❧ q✉❡ ⊤ ∈ Σ ❡t φ ∈ Σ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ❞♦✉❝❡
❛✈❡❝ ❞✐ss✐♠✉❧❛t✐♦♥ é♣✐sté♠✐q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ MDEKΣi,jφ ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ✿
MDEKΣi,jφ =
∨
ψ∈Σ
Edi (¬Ejφ ∧ ¬KjE
d
i ¬Ejφ ∧ ψ)
◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ❞♦✉❝❡ ❛✈❡❝ ❞✐ss✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦①❛st✐q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
MDEBΣi,jφ ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ✿
MDEBΣi,jφ =
∨
ψ∈Σ
Edi (¬Ejφ ∧ ¬BjE
d
i ¬Ejφ ∧ ψ)
◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ❢♦rt❡ ❛✈❡❝ ❞✐ss✐♠✉❧❛t✐♦♥ é♣✐sté♠✐q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
MDEdKΣi,jφ ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ✿
MDEdKΣi,jφ =
∨
ψ∈Σ
Edi (¬E
d
j φ ∧ ¬KjE
d
i ¬E
d
j φ ∧ ψ)
✶✶✽ ▲❡ s②stè♠❡ ❑❇❊ ✲ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ❢♦rt❡ ❛✈❡❝ ❞✐ss✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦①❛st✐q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡MDEdBΣi,jφ
❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ✿
MDEdBΣi,jφ =
∨
ψ∈Σ
Edi (¬E
d
j φ ∧ ¬BjE
d
i ¬E
d
j φ ∧ ψ)
❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✸ ✿ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ❡st ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛tt❛q✉❡s
é❝❧✐♣s❡s ✭❙✐♥❣❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳ ❈❡s ❛tt❛q✉❡s ❝♦♥s✐st❡♥t à ✐s♦❧❡r ✉♥ ❛❣❡♥ ❛✜♥ ❞❡ ❧✬❡①❝❧✉r❡ ❞✉ rés❡❛✉
✭✐✳❡✳ ψ✮✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❝❛♣t✉ré ♣❛r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡str✉❝t✐✈❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♣✐r❛t❡
✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ s✬❛ss✉r❡ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ✐❧ sé✈✐t q✉❡ ❧❡ ♥÷✉❞ ❝✐❜❧❡ ♥❡ ♣✉✐ss❡ ♣❧✉s ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ❛✈❡❝
❧❡s ❛✉tr❡s ♥÷✉❞s ❞✉ rés❡❛✉ ✭✐✳❡✳ Edi ¬Ejφ ❛✈❡❝ φ t♦✉t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛❜❧❡✮ t♦✉t ❡♥ ✈❡✐❧❧❛♥t
à ❝❡ q✉✬✐❧ ♥❡ s❛❝❤❡ ♣❛s q✉✬✐❧ ❡st à ❝❡t ✐♥st❛♥t s♦✉s ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❛tt❛q✉❡ ✭✐✳❡✳ Edi ¬KjE
d
i ¬Ejφ✮✳
❚♦✉t❡s ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢✉s✐♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛✲
♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✺ ✲ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✿ ❙♦✐❡♥t Σ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❡t ❢❡r♠é ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s t❡❧ q✉❡
⊤ ∈ Σ ❡t φ ∈ Σ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t i ❡♥✈❡rs ❧✬❛❣❡♥t j s✉r φ
❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ Σ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ MΣi,jφ ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ✿
MΣi,jφ =
∨
✷∈{B,K}
(MCE✷Σi,jφ ∨MCE
d
✷
Σ
i,jφ ∨MDE✷
Σ
i,jφ ∨MDE
d
✷
Σ
i,jφ)
✸✳✸✳✸ ❉❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
▲❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♥❡ s♦♥t ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❝❛♣t✉ré❡s ❞❛♥s ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬♦♣é✲
r❛t❡✉r Edi ✳ ❊❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐ êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ♣❛r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥
❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❛ ❝♦❡r❝✐t✐♦♥✱ ❧❛ ♣❡rs✉❛s✐♦♥ ❡t ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❑❇❊✱ ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s
❡♥ q✉♦✐ ✓ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦❡r❝✐t✐♦♥✱ ♥✐ ❞❡ ❧❛ ♣❡rs✉❛s✐♦♥ ❡t ♥✬❡st ♣❛s
❡♥t✐èr❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡ ✔ ✭❍❛♥❞❡❧♠❛♥✱ ✷✵✵✾✮✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s Σ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❡t ❢❡r♠é ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s t❡❧
q✉❡ ⊤ ∈ Σ ❡t φ ∈ Σ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ Σ✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s
❛❣❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t r❛✐s♦♥♥❡r✳
❈♦❡r❝✐t✐♦♥
❙✐ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞é❧✐❜éré❡ s✉r ❧❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t i
❞✬❛♠❡♥❡r ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t à ❛❣✐r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ♦✉ ♥♦♥✱ ❧❛ ❝♦❡r❝✐t✐♦♥ q✉❛♥t✲à✲❡❧❧❡ ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s
❯♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✶✶✾
❞✐ss✐♠✉❧é❡✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞é❧✐❜éré❡ ♣❛r ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ✿
infdΣi,j =
∨
ψ∈Σ
(Edi (Ejφ ∧ ψ) ∨ E
d
i (E
d
j φ ∧ ψ))
▲♦rsq✉✬✉♥ ❜r❛q✉❡✉r ♣♦✐♥t❡ s♦♥ ❛r♠❡ s✉r q✉❡❧q✉✬✉♥ ❛✜♥ q✉✬✐❧ ♦❜t✐❡♥♥❡ s♦♥ ♣♦rt❡❢❡✉✐❧❧❡✱ ✐❧ ♥❡ ♠❛✲
♥✐♣✉❧❡ ♣❛s s❛ ✈✐❝t✐♠❡ ♠❛✐s ✐❧ ❡①❡r❝❡ ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♥♦♥ ❞✐ss✐♠✉❧é❡ s✉r s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐
s✬❛ss✉r❡ ❛❧♦rs ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ q✉❡ ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡ s❛❝❤❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st s♦✉s ♣r❡ss✐♦♥ ✭❡♥ ❜r❛q✉❛♥t s♦♥
❛r♠❡✮✳ ▲❛ ❝♦❡r❝✐t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❝❡tt❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❡①❡r❝é❡ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t s✉r ✉♥ ❛✉tr❡ ♣❛r ♠♦②❡♥ ❞❡ ♣r❡s✲
s✐♦♥ ❡t s❛♥s ❛✉❝✉♥❡ ❞✐ss✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❡st ❛❧♦rs ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❑❇❊ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡
❞✬✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❡r t♦✉t ❡♥ ✈❡✐❧❧❛♥t à ❝❡ q✉❡ ❧❛ ✈✐❝t✐♠❡ ❝♦♥♥❛✐ss❡ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❧❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s ❞❡
❧✬❛❣❡♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿
coedΣi,jφ =
∨
ψ∈Σ
Edi (E
d
j φ ∧KjE
d
i E
d
j φ ∧ ψ)
▲❛ ❝♦❡r❝✐t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ♥♦♥ ❞✐ss✐♠✉❧é❡ ♣♦rté❡ s✉r ❧❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❛✉tr❡
❛❣❡♥t✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s ❢♦r♠❡s ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣♦rté❡s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❞❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s
♠❛✐s ♣❧✉tôt s✉r ❧❡s ❞és✐rs ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t✱ ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s✱ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳
P❛r♠✐ ❧✬✉♥❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱ ❧❛ ♣❡rs✉❛s✐♦♥✳
P❡rs✉❛s✐♦♥
❯♥ ♥❛t✉r♦♣❛t❤❡ ❝❤❡r❝❤❡ à ♣❡rs✉❛❞❡r ✉♥ ❝❧✐❡♥t ❞❡s ❜✐❡♥❢❛✐ts ❞❡ ❧✬❤✉✐❧❡ ❞✬♦r✐❣❛♥ s✉r ❧❡ s②stè♠❡
✐♠♠✉♥✐t❛✐r❡ ❛ ♣♦✉r ✐♥t❡♥t✐♦♥s ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝r♦✐r❡ ❧❡ ❝❧✐❡♥t ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥ ❛❣❡♥t i ♣❡rs✉❛❞❡
❞❡ φ ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t j s✐ ❧✬❛❣❡♥t i ✈❡✐❧❧❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ à ❝❡ q✉❡ ❧✬❛✉tr❡ ❛❣❡♥t j ❝r♦✐t φ✳ ❆✐♥s✐✱
❞❛♥s ❑❇❊✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ♣❡rs✉❛s✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ✿
perdΣi,jφ =
∨
ψ∈Σ
Edi (Bjφ ∧ ψ)
❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡ ♥❛t✉r♦♣❛t❤❡ ♥❡ ❞✐ss✐♠✉❧❡ ♣❛s s❡s
✐♥t❡♥t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡ s♦♥ ❝❧✐❡♥t✳ ▲❛ ♣❡rs✉❛s✐♦♥ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞✐ss✐♠✉❧é❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞✐ss✐♠✉❧é❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛❣❡♥t i ✈❡✐❧❧❡ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞é❧✐❜éré❡
à ❝❡ q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t j ♥❡ s❛❝❤❡ ♣❛s ❧❡s str❛té❣✐❡s ❡♠♣❧♦②é❡s ♣❛r ❧✬❛❣❡♥t i ♣♦✉r ❧❡ ♣❡rs✉❛❞❡r✱ ♥♦✉s
♣❛r❧♦♥s ❞❡ tr♦♠♣❡r✐❡✳
❚r♦♠♣❡r✐❡
▲❛ tr♦♠♣❡r✐❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛♠❡♥❡r ✉♥ ❛❣❡♥t à ❝r♦✐r❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ φ t♦✉t ❡♥ ❧✉✐ ❝❛✲
❝❤❛♥t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✈ér✐té ❧✐é❡ à ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ φ ✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① ❢♦r♠❡s ❞❡ tr♦♠♣❡r✐❡✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❛ ❞✐ss✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❝❛❝❤❡r s❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝r♦✐r❡
à ✉♥ ❛❣❡♥t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♠❡♥s♦♥❣❡ ❝ré❞✐❜❧❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ❢❛✐t ❞❡
✈❡✐❧❧❡r à ❝❡ q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t ❝r♦✐t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦✉t ❡♥ ✈❡✐❧❧❛♥t à ❝❡ q✉❡ ❝❡t ❛❣❡♥t ♥❡ s❛❝❤❡
♣❛s q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t ♠❡♥t❡✉r ❝r♦✐t ❧❡ ❝♦♥tr❛✐r❡✳
▲❛ ❞✐ss✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ r❡♣rés❡♥t❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❢❛✉ss❡s r✉♠❡✉rs ❞❛♥s
✶✷✵ ▲❡ s②stè♠❡ ❑❇❊ ✲ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
✉♥ s②stè♠❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s é❝❤❛♥❣❡s ❡♥ ❜♦✉rs❡s✱ ✐❧ ❛rr✐✈❡ q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ♣r♦♣❛❣❡ ❞❡s r✉♠❡✉rs ❞❛♥s
❧❡ ❜✉t ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡r ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts à ❛❝❤❡t❡r ♦✉ r❡✈❡♥❞r❡ ❝❡rt❛✐♥s ❞❡ ❧❡✉rs ♣r♦❞✉✐ts s❛♥s q✉❡ ❝❡s
❞❡r♥✐❡rs ♥❡ s❛❝❤❡♥t q✉❡ ❝✬❡st ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ♣❛r ✉♥ ❛❣❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ✭❆❣❣❛r✇❛❧ ❛♥❞
❲✉✱ ✷✵✵✻✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❑❇❊✱ ❡❧❧❡ s❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ♣❛r ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ✿
conΣi,jφ =
∨
ψ∈Σ
Edi (Bjφ ∧ ¬KjE
d
i Bjφ ∧ ψ)
▲❛ ❞✐ss✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡st ❜✐❡♥ ❞✐st✐♥❝t❡ ❞✉ ♠❡♥s♦♥❣❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ▼❛❤♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥
♠❡♥s♦♥❣❡ ❝♦♠♠❡ ✓ ❢❛✐r❡ ❝r♦✐r❡ à ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ✉♥❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ❝r✉❡ ❝♦♠♠❡ ❢❛✉ss❡ ❡t ❛✈❡❝
❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ q✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ s♦✐t ❝r✉❡ ❝♦♠♠❡ ✈r❛✐❡ ♣❛r ❧✬❛✉tr❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ✔ ✭▼❛❤♦♥✱ ✷✵✵✽✮✳ ❯♥ ♠❡♥s♦♥❣❡
❡st ré❡❧ s✐ ❧✬❛❣❡♥t ♠❡♥t❡✉r ❛ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❝ré❞✐❜❧❡ s♦♥ ♠❡♥s♦♥❣❡ ❡♥ ✈❡✐❧❧❛♥t à
❞✐ss✐♠✉❧❡r ❝❡tt❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ♠❡♥t✐r✳ ◆♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❛❧♦rs ❞❡ ♠❡♥s♦♥❣❡ ❝ré❞✐❜❧❡ ❡t ♥♦✉s ❧✬❡①♣r✐♠♦♥s
❞❛♥s ❑❇❊ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t i ❞❡ ❢❛✐r❡ q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t j ❝r♦✐t q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡
❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t i ❝r♦✐t ❡♥ s♦♥ ❝♦♥tr❛✐r❡✳
creΣi,jφ = Bi¬φ ∧ (
∨
ψ∈Σ
Edi (Bjφ ∧ ¬KjBi¬φ ∧ ψ)))
❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ✭❙❛❦❛♠❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té ❞❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♠♦❞❛❧✐té ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡st ré❞✉✐t❡ à ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝r♦✐r❡
q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡✳ ❙❛❦❛♠❛ ❡t ❛❧✳ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛✉tr❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ tr♦♠♣❡r✐❡ q✉❡ ♥♦✉s
♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♠❛✐s q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❞é✜♥✐r ❛✈❡❝ ❑❇❊ ❝♦♠♠❡ ❧❛
❞❡♠✐✲✈ér✐té✱ ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡ ♣❛r ♦♠✐ss✐♦♥✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡ ❜❛r❛t✐♥❛❣❡✳
▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦❡r❝✐t✐♦♥✱ ❞❡ ❧❛ ♣❡rs✉❛s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡ ♥♦✉s
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉✬❡♥ ❡✛❡t ✓ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦❡r❝✐t✐♦♥✱ ♥✐
❞❡ ❧❛ ♣❡rs✉❛s✐♦♥ ❡t ♥✬❡st ♣❛s ❡♥t✐èr❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡ ✔ ✭❍❛♥❞❡❧♠❛♥✱ ✷✵✵✾✮✳ ❉❛♥s ❧❛
s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❑❇❊ ♣♦✉r ❧✬✐❧❧✉str❡r✳
✸✳✹ ❯♥❡ ♠✐s❡ ❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❑❇❊
▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬✐♥st❛♥❝✐❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❑❇❊ à ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡
✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ❡♥ ♠❛♥✐♣✉❧❡ ✉♥ ❛✉tr❡✳
❙✉r ✉♥ s✐t❡ ❞❡ ❡✲❝♦♠♠❡r❝❡✱ ❞❡✉① ❛❣❡♥ts ❡✛❡❝t✉❡♥t ✉♥❡ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❡✳ ◆♦t♦♥s i
❧✬❛❣❡♥t ✈❡♥❞❡✉r ❡t j ❧❡ ❝❧✐❡♥t✳ ▲✬❛❣❡♥t i ❛✣r♠❡ à ❧✬❛❣❡♥t j ✿ ✓ ❱♦✉s ♣♦✉✈❡③ ♠❡ ❢❛✐r❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ s✉r
❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ♣r♦❞✉✐t✳ ❱♦✉s ♥❡ tr♦✉✈❡r❡③ ♥✉❧ ♣❛rt ❛✐❧❧❡✉rs ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r r❛♣♣♦rt q✉❛❧✐té ♣r✐①✳ ❱♦✉s
êt❡s ❧✐❜r❡ ❞✬❛❧❧❡r ✈ér✐✜❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ✈♦✉s ♠ê♠❡ ❝❤❡③ ❧❡s ❝♦♥❝✉rr❡♥ts✳ ✔✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥ ❧✬❛❣❡♥t i ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❝♦♠♠❡ ✓ ✈♦✉s
êt❡s ❧✐❜r❡ ❞❡ ✔✱ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❧❛✐ss❡r ❡♥t❡♥❞r❡ ❧✬✉s❛❣❡ ❞✬✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ à ❞❡s ✜♥s
❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❡s✳ ❈❡s t❡r♠❡s s♦♥t à ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛
s♦✉♠✐ss✐♦♥ ❧✐❜r❡♠❡♥t ❝♦♥s❡♥t✐❡✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❞♦♥♥❡r ❧✬✐❧❧✉s✐♦♥
à ❧✬❛❣❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧é ❞✬❛❣✐r ❧✐❜r❡♠❡♥t ❡t ♣❡r♠❡t ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡r ♣❧✉s
❯♥❡ ♠✐s❡ ❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❑❇❊ ✶✷✶
w
v u
aKi,Kj ,Bi,Bj , Ei, Ej Ki,Kj ,Bi,Bj , Ei, Ej
Kj ,Bj , Ej
Ej
Ej
Ki,Kj ,Bi,Bj , Ei, Ej Ki,Kj ,Bi,Bj , Ei, Ej
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ➱t❛ts ♠❡♥t❛✉① ❞❡s ❛❣❡♥ts
❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✺✳ ◆♦t♦♥s t♦✉t❡❢♦✐s q✉✬✐❧ ❡st ❛✉ss✐ t♦✉t à ❢❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t i ♥✬❛✐t ✉t✐❧✐sé ❝❡ t❡r♠❡
s❛♥s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t ❛✈♦✐r ❡✉ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ t❡❧❧❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳
P♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s p ❡t q ✿
p ❞és✐❣♥❡ q✉❡ ✓ ❧✬❛❣❡♥t j ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ✔ ❀
q ❞és✐❣♥❡ q✉❡ ✓ ❧✬❛❣❡♥t j ❛❝❤èt❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ✔✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❛❧♦rs ♣❧✉s✐❡✉rs s❝é♥❛r✐♦s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ❧❡s r❡♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s W = {a, w, v, u}✳
✇ ✿ ✓ ❧✬❛❣❡♥t i ❛ ✈❡✐❧❧é ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ à ✐♥st❛✉r❡r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❛✜♥ ❞✬❛♠❡♥❡r ❧✬❛❣❡♥t j à
❛❝❤❡t❡r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ✔
✈ ✿ ✓ ❧✬❛❣❡♥t i ♥✬❛ ♣❛s ❡✉ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡r j ❞❛♥s s♦♥ ❛❝❤❛t ✔
✉ ✿ ✓ ❧✬❛❣❡♥t j ❛❝❤èt❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❛♥s ❛✈♦✐r ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ i s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❡t s❛✐t q✉❡
❧✬❛❣❡♥t i ❛ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré ❞❡ ❧✉✐ ❢❛✐r❡ ❛❝❤❡t❡r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ✔
❛ ✿ ✓ ❧✬❛❣❡♥t j ♥✬❛❝❤èt❡ ♣❛s ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❡t ♥✬❛ ♣❛s ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ i s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ✔
◆♦✉s ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s Σ = Cl(Γ) ♦ù Γ = {Edi (E
d
i p⇒ E
d
i Ejq), E
d
i Ejq∧
Edi ¬KjE
d
i Ejq ⇒ E
d
i (Ejq ∧ ¬KjE
d
i Ejq), E
d
i E
d
j q ∧ E
d
iKjE
d
i E
d
j q ⇒ E
d
i (E
d
j q ∧ KjE
d
i E
d
j q)}✳ ❈❡t
❡♥s❡♠❜❧❡ Σ✱ q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Γ ❡st ❞♦♥❝ ✜♥✐ ❡t ❢❡r♠é✳ ■❧ r❡♣rés❡♥t❡
t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ❛❣❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t r❛✐s♦♥♥❡r✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ V ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r V (p) = {w, v}
❡t V (q) = {w, u, v}✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s♦♥t ✐❧❧✉stré❡s ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷ ❡t s♦♥t t❡❧❧❡s q✉❡ ✿
✶✳ Ki(w) = {w}, Ki(v) = {v}, Ki(u) = {u}, Ki(a) = {a}
✷✳ Kj(w) = {w, v}, Kj(v) = {w, v}, Kj(u) = {u}, Kj(a) = {a}
✸✳ Bi(w) = {w}, Bi(v) = {v}, Bi(u) = {u}, Bi(a) = {a}
✹✳ Bj(w) = {w, v}, Bj(v) = {w, v}, Bj(u) = {u}, Bj(a) = {a}
✺✳ Ei(w) = {w}, Ei(v) = {u, v}, Ei(u) = {u}, Ei(a) = {a}
✻✳ Ej(w) = {w, u, v}, Ej(v) = {w, u, v}, Ej(u) = {w, u, v}, Ej(a) = {a}
✺✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❛ été ♦❜s❡r✈é ♣❛r ❧❡s s♦❝✐♦♣s②❝❤♦❧♦❣✉❡s q✉❡ ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❝♦♠♠❡ ✓ ✈♦✉s êt❡s ❧✐❜r❡ ❞❡ ✔✱
♣❡✉✈❡♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡r ❢♦rt❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞és✐ré ♣❛r ✉♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ✭❏♦✉❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✳
✶✷✷ ▲❡ s②stè♠❡ ❑❇❊ ✲ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
✼✳ Edi (w) = {{w, v}, {w, u, v}, {w, u, a}, {w, v, a}, {w}, {w, a}, {w, u}},
Edi (v) = {{u, v}}, E
d
i (u) = {{u}, {w, u, v}}, E
d
i (a) = {{w, a}}
✽✳ Edj (w) = {{w, u, v}}, E
d
j (v) = {{w, u, v}}, E
d
j (u) = {{w, u, v}}, E
d
j (a) = {{w, a}}
✭✶✮ ❡t ✭✷✮ ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t i s❛✐t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t s✐ ❧✬❛❣❡♥t j ❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧✉✐ ❡t s✐
❧✬❛❣❡♥t j ❛❝❤èt❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✭✸✮ ❡t ✭✹✮ ✐♠♣♦s❡♥t ✐❝✐ q✉❡ ❧❡s ❛❣❡♥ts ❝r♦✐❡♥t ❝❡ q✉✬✐❧s s❛✈❡♥t
❡t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ ✐✳❡✳ Ki = Bi ❡t Kj = Bj ✳
✭✺✮ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ w✱ ❧✬❛❣❡♥t ✈❡✐❧❧❡ à ❝❡ q✉❡ p ❡t q s✐♥♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ♠♦♥❞❡s v ❡t u✱
❧✬❛❣❡♥t i ✈❡✐❧❧❡ s❡✉❧❡♠❡♥t à ❝❡ q✉❡ ❧❡ ❝❧✐❡♥t ❧✉✐ ❛❝❤èt❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t✳
✭✻✮ ❧✬❛❣❡♥t j ✈❡✐❧❧❡ à ❛❝❤❡t❡r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❛♥s {w, u, v} ♠❛✐s ♥❡ ✈❡✐❧❧❡ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t à ❢❛✐r❡
❝♦♥✜❛♥❝❡ à i✳
✭✼✮ ▲✬❛❣❡♥t i ❛ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré ❞❛♥s w q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t j ❧✉✐ ❢❛ss❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡t ✈❡✐❧❧❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥
❞é❧✐❜éré❡ à ❝❡ q✉❡ s✐ ❧✬❛❣❡♥t j ❧✉✐ ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ❛❧♦rs ❧✬❛❣❡♥t i ❛❝❤èt❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❡t ❝❡ t♦✉t ❡♥
✈❡✐❧❧❛♥t à ❧✉✐ ❞✐ss✐♠✉❧❡r s❛ str❛té❣✐❡ ♣♦✉r ❧✉✐ ❢❛✐r❡ ❛❝❤❡t❡r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t✳
✭✽✮ ❊♥✜♥✱ ❧✬❛❣❡♥t j✱ ❞❛♥s w, u, v ❛ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞✬❛❝❤❡t❡r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❞❛♥s w ❧✬❛❣❡♥t i ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞é❧✐❜éré❡ ❧✬❛❣❡♥t j ♣♦✉r
q✉✬✐❧ ❛❝❤èt❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s |Edi p ⇒ E
d
i Ejq| = {w, u, a} ❡t {w, u, a} ∈ E
d
i (w)✳
❉♦♥❝ M, w |= Edi (E
d
i p ⇒ E
d
i Ejq)✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ |= E
d
i φ ⇒ φ✱ ♥♦✉s
❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ ❞❛♥s w✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs M, w |= Edi p ⇒ E
d
i Ejq ✳ ❖r |p| = {w, v} ❡t {w, v} ∈
Edi (w)✳ ❉♦♥❝ M, w |= E
d
i p✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ M, w |= E
d
i Ejq✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r ♣❛r ❧❛ ♠ê♠❡ ♦❝❝❛s✐♦♥✱ q✉❡ ❞❛♥s w✱ ❧✬❛❣❡♥t i ❛ ❛✉ss✐ ❧✬✐♥t❡♥✲
t✐♦♥ ❞❡ ❞✐ss✐♠✉❧❡r s❛ str❛té❣✐❡ ♣♦✉r ❛♠❡♥❡r ❧✬❛❣❡♥t j à ❛❝❤❡t❡r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❞❛♥s v q✉❡ ❝♦♠♠❡ |Ejq| = {w, u, v} ❡t {w, u, v} 6∈ Edi (v)✱ M, v |= ¬E
d
i Ejq✳ ❖r ❧✬❛❣❡♥t j ♥❡ ♣❡✉t
❞✐s❝❡r♥❡r ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦♥❞❡s w ❡t v✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡M, w |= ¬KjEdi Ejq✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ |¬KjEdi Ejq| = {w, v, a}
✻ ❡t {w, v, a} ∈ Edi (w)✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣✉✐sq✉❡
|¬KjE
d
i Ejq| ∈ E
d
i (w)✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s M, w |= E
d
i ¬KjE
d
i Ejq✳
❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♠♦♥tré q✉❡ M, w |= Edi Ejq ∧ E
d
i ¬KjE
d
i Ejq✳ ❖r✱ ♣❛r ❧❡
t❤é♦rè♠❡ |= Edi φ∧E
d
i ψ ⇒ E
d
i (φ∧ψ)✱ ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡M, w |= E
d
i (Ejq∧¬KjE
d
i Ejq)✳ ❆✐♥s✐✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣✉ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦♥❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧
❧✬❛❣❡♥t i ❡st ❡♥ tr❛✐♥ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❧✬❛❣❡♥t j ♣♦✉r ❧✬❛♠❡♥❡r à ❛❝❤❡t❡r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ♥♦✉s
❞é❝♦♠♣♦s♦♥s ❧❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s ❞é❧✐❜éré❡s ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i✱ Edi (w) = {{w, v}, {w, u, v}, {w, u, a}, {w, v, a},
{w}, {w, a}, {w, u}}✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t i ❛ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞❡ r❡♥❞r❡ ✈r❛✐ p ❡♥
❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ |p| = {w, v}✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❞❡ r❡♥❞r❡ ✈r❛✐ q ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
|q| = {w, u, v}✳ ❈❡t ❛❣❡♥t ❛ ❛✉ss✐ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✬❛♠❡♥❡r ❧✬❛✉tr❡ ❛❣❡♥t à ❛❝❤❡t❡r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ♣❛r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ |Edi p⇒ E
d
i Ejq| = {w, u, a}✱ ❡t ❡♥✜♥ s❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❞✐ss✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ |¬KjEdi Ejq| = {w, v, a}✳ P♦✉r ✜♥✐r✱ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s {w}, {w, a}, {w, u} s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r
❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✐♠♣♦sé❡ ✭❈❊✮ s✉r ❧❡ ❝❛❞r❡ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ |= Edi φ∧E
d
i ψ ⇒ E
d
i (φ∧ψ)✳
❈❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s tr❛❞✉✐s❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧♦rsq✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ♠❡t ❡♥
♣❧❛❝❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♣❧❛♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❝❡t ❛❣❡♥t ❝♦♥s✐❞èr❡ ❜✐❡♥ ❛✉ss✐ ❧❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞❡ ♠♦♥❞❡s
♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥tr❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❧❛♥s q✉✐ ♦♥t été ❞é❧✐❜érés ♣❛r ❧✬❛❣❡♥t✳
✻✳ P♦✉r a ∈ |¬KjE
d
i Ejq|✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ |Ejq| 6∈ E
d
i (a)✱ ❞♦♥❝ M, a |= ¬E
d
i Ejq✳ ❖r✱ ∀x ∈ W :
aKjx,M, x |= ¬E
d
i Ejq✱ ❞♦♥❝ M, a |= Kj¬E
d
i Ejq✱ ❡t ❞♦♥❝ M, a |= ¬KjE
d
i Ejq✳
❯♥❡ ♠✐s❡ ❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❑❇❊ ✶✷✸
❯♥ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t ❛♠✉s❛♥t à r❡♠❛rq✉❡r s✉r ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡ u✱ ❧✬❛❣❡♥t i
❡✛❡❝t✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❡r❝✐t✐♦♥ s✉r ❧✬❛❣❡♥t j ❛✜♥ ❞❡ ❧❡ ♣♦✉ss❡r à ❛❝❤❡t❡r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣✉✐sq✉❡
♥♦✉s ❛✈♦♥s |Edi E
d
j q| = {w, u} ❡t |KjE
d
i E
d
j q| = {u}
✼ ❡t q✉❡ |Edi E
d
j q| ∩ |KjE
d
i E
d
j q| = {u} ∈ E
d
i (u)✱
♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡ M, u |= Edi (E
d
j q ∧KjE
d
i E
d
j q) ❡t ❞♦♥❝ M, u |= coe
d
i,jq✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣r♦♣♦sé ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❝❛❞r❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ❞✬✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❡r ✉♥❡ ✈✐❝t✐♠❡ t♦✉t ❡♥ s✬❛ss✉r❛♥t à ❧✉✐ ❞✐ss✐♠✉❧❡r
❝❡tt❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥✳ ❈❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❛❞r❡ ❧♦❣✐q✉❡✱ ♥♦♠♠é ❑❇❊✱ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠♦❞❛❧✐té ♣❡r✲
♠❡tt❛♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ♣r♦✉✈é q✉❡ ❝❡ s②stè♠❡ ét❛✐t ❝♦rr❡❝t
❡t ❝♦♠♣❧❡t✱ ❡t ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❛✐t ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① t❤é♦rè♠❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐ss✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡
s❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❝♦♥tr❛✐r❡s✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ q✉✐ ❢❛❝✐t ♣❡r ❛❧✐✉♠ ❢❛❝✐t ♣❡r s❡✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❞♦♥♥é ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ à ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❡t ✐❧ s❡ tr♦✉✈❡ q✉❡ ❝❡ ♥✬❡st ♥✐ ❞❡ ❧❛ ❝♦❡r❝✐t✐♦♥✱
♥✐ ❞❡ ❧❛ ♣❡rs✉❛s✐♦♥✱ ♦✉ ❞❡ ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ♥♦✉s
♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣❧ét❡r ❝❡ ❝❛❞r❡ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ♣❡r♠❡tt❛♥t
à ✉♥ ❛❣❡♥t ❞✬❛❝❝♦r❞❡r s❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ s✉r ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s é♠✐s❡s ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts✳
✼✳ P♦✉r s✬❡♥ ❛ss✉r❡r✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ |Edj q| = {w, u, v} ❡t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡ s❡✉❧ ♠♦♥❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡
x t❡❧ q✉❡ ∀z ∈ W, xKjz,M, z |= E
d
i E
d
j q ❡st ❧❡ ♠♦♥❞❡ x = u✳
✶✷✹ ▲❡ s②stè♠❡ ❑❇❊ ✲ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
❈❤❛♣✐tr❡ ✹
▲❡ s②stè♠❡ ❚❇ ✲ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛
❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té
❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❑❇❊ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♦ù ❞❡s ❛❣❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉rs✱ ❧❡s ❛❣❡♥ts ✐♥tè❣r❡♥t
s♦✉✈❡♥t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣♦✉r ré❣✉❧❡r ❧❡✉rs ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❡①♣r✐♠é ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♥♦t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❑❇❊✳ ❙✐ ❞❡s tr❛✈❛✉① s❡ s♦♥t ✐♥tér❡ssés à
r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❝❡✉①✲❝✐ ♥❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t s♦✉✈❡♥t
q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡s ❛❣❡♥ts ❡t ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ♣❛s ❞❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✓ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥
❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ✔✳ ❖r ❞❛♥s ✉♥ t❡❧ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ q✉✐ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡
❛✉ ♠✐❡✉① ❞❡ ✓ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ✔ ❡st ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s✐♥❝ér✐té✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ré♣✉t❛t✐♦♥ ♦ù ❧❡s ❛❣❡♥ts ✉t✐❧✐s❡♥t
❧❡s té♠♦✐❣♥❛❣❡s ❞✬❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r é✈❛❧✉❡r ❧❛ ré♣✉t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t s♣é❝✐✜q✉❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡
❧❡s té♠♦✐❣♥❛❣❡s r❡❝✉❡✐❧❧✐s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥ts ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t à ✉♥ ❛✉tr❡✱ ❝❛r ✐❧s r❡♣rés❡♥t❡♥t
❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣❛ssé❡s ❞❡s ❛❣❡♥ts ❛✈❡❝ ✉♥ ❛❣❡♥t s♣é❝✐✜q✉❡✱ ❝❡s té♠♦✐❣♥❛❣❡s s♦♥t ✐♥tér❡ss❛♥ts
s✬✐❧s ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞✬❛❣❡♥ts s✐♥❝èr❡s✳ ❆✐♥s✐ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ s✐♥❝ér✐té✱
❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛❣❡♥ts s✐♥❝èr❡s ❡t ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳
P✉✐s✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡✱ ♥♦♠♠é ❚❇✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té✳ ❊♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❝❡ s②stè♠❡
❧♦❣✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ q✉❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❡st ❝♦rr❡❝t ❡t ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t✱
♣✉✐s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ à q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛
s✐♥❝ér✐té✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬ét❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❛❣❡♥ts à
✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❣r♦✉♣❡s ❞✬❛❣❡♥ts✳ ❊♥✜♥✱ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✱ ♥♦✉s
♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡✳
✹✳✶ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té
❉❡ ❢❛ç♦♥ ✉s✉❡❧❧❡✱ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❞❡ ✓ s✐♥❝ér✐té ✔✱ ❝❡❧❛ s❡ r❛♣♣♦rt❡ ❛✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞✬✉♥
❛❣❡♥t ✓ q✉✐ ❡①♣r✐♠❡✱ s❛♥s ❧❡s ❞é❣✉✐s❡r✱ s❡s ♣❡♥sé❡s ❡t s❡s s❡♥t✐♠❡♥ts ❀ q✉✐ ❡st ré❡❧❧❡♠❡♥t t❡❧✱ ❞✬✉♥❡
♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥✈❛✐♥❝✉❡ ❀ q✉✐ ❡st ♠❛rq✉é ♣❛r ❧❛ ❢r❛♥❝❤✐s❡✱ ❧❛ ❞r♦✐t✉r❡✱ q✉✐ ❡st ré❡❧❧❡♠❡♥t é♣r♦✉✈é ✔ ✭▲❛✲
✶✷✺
✶✷✻ ▲❡ s②stè♠❡ ❚❇ ✲ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té
r♦✉ss❡✱ ✶✽✻✼✮✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞✬❖①❢♦r❞ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ② ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✓ ❧✬❛❜✲
s❡♥❝❡ ❞❡ ❢❛✉①✲s❡♠❜❧❛♥ts✱ ❞❡ tr♦♠♣❡r✐❡ ♦✉ ❞✬❤②♣♦❝r✐s✐❡ ✔ ✶✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❝❡s ❞❡✉①
❞é✜♥✐t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t s✐♥❝èr❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶ ✲ ❆❣❡♥t s✐♥❝èr❡ ✿ ❯♥ ❛❣❡♥t ❡st s✐♥❝èr❡ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ❝❡t ❛❣❡♥t ♥❡
tr❛♥s♠❡t ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✬✐❧ ♥❡ ❝r♦✐t ♣❛s ❡t ❞♦♥t ❧❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r
❞✬❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ✷✳
▲❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❜str❛✐t❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉✬✉♥ ❛✉tr❡
❛❣❡♥t r❡s♣❡❝t❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣r♦♣r✐été ❛❜str❛✐t❡ ✭❝❢✳ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✮✳ ▲❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té
❞és✐❣♥❡ ❛❧♦rs ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t ❡st s✐♥❝èr❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❡①♣r✐♠❡r ❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té r❡❧❛t✐✈❡
à ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷ ✲ ❈♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ✿ ▲❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té r❡❧❛t✐✈❡ à ✉♥❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t ❡st s✐♥❝èr❡ s✉r ✉♥❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳
❆✐♥s✐✱ ✉♥ ❛❣❡♥t q✉✐ ❛❝❝♦r❞❡ s❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té à ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t✱ ❝r♦✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
q✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝r♦✐t ❝❡ q✉✬✐❧ ❞✐t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡st ✉♥ ❝❤♦✐①✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s
♣❛s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ✉♥ ❛❣❡♥t ♣r♦♣❛❣❡ ✉♥❡ r✉♠❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡r
✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡✱ ❝❡t ❛❣❡♥t ♣❡✉t ré✈é❧❡r ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✬✐❧ ❝r♦✐t ✈r❛✐❡✱ ♠❛✐s ❝❡t ❛❣❡♥t
♥✬❡st ♣❛s s✐♥❝èr❡ ❝❛r s♦♥ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ❡st ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t t♦✉❥♦✉rs ré❢ér❡♥❝❡
à ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té r❡❧❛t✐✈❡ à ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳
✹✳✷ ❯♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♠♦❞❛❧❡ ❚❇ q✉✐ ❛ ♣♦✉r ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞✬✐♥té❣r❡r
✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t i ❛❝❝♦r❞❡ à ✉♥ ❛❣❡♥t j ❡♥✈❡rs s❛ s✐♥❝ér✐té
♣♦✉r ✉♥ é♥♦♥❝é φ✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♥♦té LTB✳
✹✳✷✳✶ ▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ LTB
❙♦✐❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s P = {p, q, r, s, t, . . .}✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬❛❣❡♥ts N ✱ ❞❡✉① ❛❣❡♥ts i, j ∈ N ✱ ❡t p ∈ P ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ LTB ❡st
✶✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞✐❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞✬❖①❢♦r❞✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❣❧❛✐s❡ ❞❡ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❙✐♥❝❡r✐t② ✐s ✓ t❤❡ q✉❛❧✐t②
♦❢ ❜❡✐♥❣ ❢r❡❡ ❢r♦♠ ♣r❡t❡♥s❡✱ ❞❡❝❡✐t✱ ♦r ❤②♣♦❝r✐s② ✔✳ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❝♦♥s✉❧t❛❜❧❡ s✉r ❧❡ s✐t❡ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳❧❡①✐❝♦✳
❝♦♠✴❡♥✴❞❡✜♥✐t✐♦♥✴s✐♥❝❡r✐t②✳
✷✳ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✐✛èr❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ✭❉❡♠♦❧♦♠❜❡✱ ✷✵✵✹✮ q✉✐ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ❡st s✐♥❝èr❡ s✐✱
❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥❡ tr❛♥s♠❡t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✬✐❧ ❝r♦✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t✳
✸✳ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✐✛èr❡ ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ❞❡ ✭❉❡♠♦❧♦♠❜❡✱ ✷✵✶✶✮ q✉✐
❝♦♥s✐❞èr❡ q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ❧✬❛❣❡♥t q✉✐ ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡
❝r♦✐t q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛✉tr❡ ❛❣❡♥t tr❛♥s♠❡t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛❧♦rs ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝r♦✐t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✬✐❧
tr❛♥s♠❡t✳
❯♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ✶✷✼
❣é♥éré ♣❛r ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❇❛❝❦✉s✲◆❛✉r s✉✐✈❛♥t❡ ✿
ψ ::= p|¬ψ|ψ ∧ ψ|ψ ∨ ψ|ψ ⇒ ψ|T si,jψ|Biψ
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s ♠♦❞❛❧✐tés Bi ❡t T si,j ♣♦✉r t♦✉t ❛❣❡♥t i, j ∈ N ✳ ❆✐♥s✐✱ Biφ ❡①♣r✐♠❡ ❧❡
❢❛✐t q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t i ❝r♦✐t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ φ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ T si,jφ ❡①♣r✐♠❡ q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t i ❢❛✐t
❝♦♥✜❛♥❝❡ à ❧❛ s✐♥❝ér✐té ❞❡ j s✉r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ φ ✹✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧♦rsq✉❡ i = j✱ ❧❛
❢♦r♠✉❧❡ T si,iφ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t i ❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ s❛ s✐♥❝ér✐té s✉r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ φ✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦t♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ♥✬✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ♣❛s ❞❡ ♠♦❞❛❧✐tés ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s
❞✬✉♥ ❛❣❡♥t (Ki)✱ ♥✐ ❞❡ ♠♦❞❛❧✐té ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❧✬❛❣❡♥t i é♠❛♥❛♥t ❞✬✉♥ ❛✉tr❡
❛❣❡♥t j (Ij,i)✱ ♥✐ ❞❡ ♠♦❞❛❧✐té ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t i ✈❡rs ✉♥ ❛❣❡♥t j (Ci,j) ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❧✬❛✈♦✐r ❞❛♥s ✭▲✐❛✉✱ ✷✵✵✸❀ ❉❡♠♦❧♦♠❜❡✱ ✷✵✵✹✮✳ P♦✉r ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❝❡s tr❛✈❛✉①✱
♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳ ■❝✐✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ♠♦❞❛❧✐tés ♣♦✉r
❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♥❡ ❧❡s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ♣❛s ❝❛r ✐♥❢♦r♠❡r
❡t ❛❝q✉ér✐r ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✉s ❝♦♠♠❡ ❞❡✉① ❝❤♦s❡s ❜✐❡♥ ❞✐st✐♥❝t❡s✱
❡t ♥♦✉s ♥❡ ✈♦✉❧♦♥s ♣❛s r❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡ ❞é❜❛t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té ♣❧✉tôt q✉✬✉♥❡ ❛✉tr❡✳ ▲❛
♠♦❞❛❧✐té Ci,j ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ♠♦❞❛❧✐té Ij,i ❡st
✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
ré✉ss✐❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝❡s ♠♦❞❛❧✐tés ❛❧♦✉r❞✐ss❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s❛♥s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t ❧✉✐ ❛♣♣♦rt❡r ♣❧✉s
❞✬❡①♣r❡ss✐✈✐té✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❧✉tôt q✉❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✱
♥♦✉s ♣ré❢ér♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧✬❛①✐♦♠❛✲
t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦✉ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ✐♠♣❧✐❝✐t❡ à ♥♦tr❡ ♠♦❞❛❧✐té T si,j ✳ ❆✐♥s✐✱ ❧♦rsq✉✬✉♥ ❛❣❡♥t i ❛❝❝♦r❞❡ s❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à
✉♥ ❛❣❡♥t j s✉r s❛ s✐♥❝ér✐té ♣♦✉r ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ φ✱ ✐❧ ❡st ❜✐❡♥ ❧❡ ❝❛s q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t i ❛ ❛❝q✉✐s ✉♥❡
❝❡rt❛✐♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ é♠❛♥❛♥t ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t j à ❝❡t ✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é ♦ù ✐❧ ❛❝❝♦r❞❡ s❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳
✹✳✷✳✷ ❙é♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té
▲❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ❛ été ❞é✜♥✐❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ❞✬❛❝❝♦r❞❡r s❛
❝♦♥✜❛♥❝❡ à ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ s❛ s✐♥❝ér✐té✳ ▲❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡st ❞♦♥❝ ❛✈❛♥t t♦✉t ✉♥ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥
❛❣❡♥t✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ s✐♥❝ér✐té q✉✐ ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ♣♦ssè❞❡✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥ ❛❣❡♥t
♣❡✉t ❝r♦✐r❡ q✉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t ❝r♦✐t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❛♥s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t ❢❛✐r❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡
❡♥ s❛ s✐♥❝ér✐té ❧♦rsq✉✬✐❧ ré✈è❧❡ ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ ❛❣❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r ♣♦✉rr❛✐t✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ré✈é❧❡r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✬✐❧ ❝r♦✐t ❝♦♠♠❡ ✈r❛✐❡ ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡
str❛té❣✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥ ❛❣❡♥t r❛t✐♦♥♥❡❧ ♥❡ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té
❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t s✐ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ♥❡ ❝r♦✐t ♣❛s q✉❡ ❧✬❛✉tr❡ ❛❣❡♥t ❝r♦✐t ❝❡ q✉✬✐❧ ❞✐t✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ✉♥ ❛❣❡♥t
❛❝❝♦r❞❡ s❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥✈❡rs ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t✱ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧✬❛❣❡♥t q✉✐ ❛❝❝♦r❞❡ s❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❝r♦✐t
q✉❡ ❧✬❛✉tr❡ ❛❣❡♥t ❝r♦✐t ❝❡ q✉✬✐❧ ❞✐t✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❛❣❡♥ts s♦♥t s✉♣♣♦sés r❛t✐♦♥♥❡❧s ❡t ♥❡ ✈♦♥t ❞♦♥❝
♣❛s ❛❝❝♦r❞❡r ❧❡✉r ❝♦♥✜❛♥❝❡ s✐ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦♥❞é❡✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té
✹✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ¬T si,jφ ❡st ❧✐ttér❛❧❡♠❡♥t tr❛❞✉✐t❡ ♣❛r ✓ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t i ❢❛✐t
❝♦♥✜❛♥❝❡ à ❧❛ s✐♥❝ér✐té ❞❡ j s✉r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ φ ✔✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❧✬❛❜✉s ❞❡
❧❛♥❣❛❣❡ s✉✐✈❛♥t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡st tr❛❞✉✐t❡ ♣❛r ✓ ❧✬❛❣❡♥t i ♥✬❛ ♣❛s ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛
s✐♥❝ér✐té ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t j s✉r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ φ ✔✳
✶✷✽ ▲❡ s②stè♠❡ ❚❇ ✲ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té
❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ s✐♥❝ér✐té✳
P♦✉r ❞é✜♥✐r sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡
C = (W, {Bi}i∈N , {Ti,j}i,j∈N ) ♣♦✉r ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ LTB t❡❧ q✉❡ ✿
✖ W ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥❞❡s ❀
✖ {Bi}i∈N ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s t❡❧ q✉❡ ✿
∀i ∈ N , ∀w ∈ W : Bi(w) := {v ∈ W|wBiv}
✖ {Ti,j}i,j∈N ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s t❡❧ q✉❡ ✿
∀i, j ∈ N , ∀w ∈ W : Ti,j(w) := {v ∈ W|wTi,jv}
P♦✉r t♦✉t ❛❣❡♥t i, j ∈ N ✱ Bi r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐s❝❡r♥❛❜✐❧✐té t❡❧❧❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡
♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦❞❛✉① ❞♦①❛st✐q✉❡s (Bi) t❛♥❞✐s q✉✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ T si,j
r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♠♦♥❞❡s ✐♥❞✐s❝❡r♥❛❜❧❡s ♣♦✉r ✉♥ ❛❣❡♥t i ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ q✉✬✐❧ ❛❝❝♦r❞❡ à
❧✬❛❣❡♥t j ❛✉ r❡❣❛r❞ ❞❡ s❛ s✐♥❝ér✐té (T si,j)✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❞r❡ ❚❇ ❡st ✉♥ ◆✲✉♣❧❡t
M = (W, {Bi}i∈N , {Ti,j}i,j∈N , V ) ❛✈❡❝ V : P → 2W ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✳ P♦✉r t♦✉t
♠♦♥❞❡ w ∈ W✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ φ, ψ ∈ LTB ❡t ♣♦✉r t♦✉t ❛t♦♠❡ p ∈ P✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛
sé♠❛♥t✐q✉❡ ✿
0. M, w |= ⊤
1. M, w 2 ⊥
2. M, w |= p ss✐ w ∈ V (p)
3. M, w |= ¬φ ss✐ w 2 φ
4. M, w |= φ ∨ ψ ss✐ M, w |= φ ♦✉ M, w |= ψ
5. M, w |= φ ∧ ψ ss✐ M, w |= φ ❡t M, w |= ψ
6. M, w |= φ⇒ ψ ss✐ M, w |= ¬φ ♦✉ M, w |= ψ
7. M, w |= Biφ ss✐ ∀v ∈ W : wBiv,M, v |= φ
8. M, w |= T si,jφ ss✐ ∀v ∈ W : wTi,jv,M, v |= φ
◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉❛❧❡s ❞❡s ♠♦❞❛❧✐tés✱ ♣♦✉r ♣♦✉r t♦✉t ♠♦♥❞❡ w ∈ W ✱ ♣♦✉r
t♦✉t (✸i,Ri) ∈ {(〈T si,j〉, Ti,j), (〈Bi〉,Bi)}✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s M, w |= ✸iφ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ∃v ∈ W :
wRiv,M, v |= φ✳
❊♥✜♥✱ φ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ M ❞❡ ❚❇ ✭♥♦té M |= φ✮ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t
♠♦♥❞❡ w ∈ W✱ φ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❞❛♥s w ✐✳❡✳ M, w |= φ ❡st ✈r❛✐❡✳ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ φ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s
✉♥ ❝❛❞r❡ C ❞❡ ❚❇ ✭♥♦té |=C φ ♦✉ C |= φ✮ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ♠♦❞è❧❡ M ❢♦♥❞é s✉r C✱
M |= φ✳ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ φ ❡st ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s Γ ❞❛♥s C ❡t
♥♦t♦♥s Γ |=C φ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ♠♦❞è❧❡ M ❞❡ ❚❇ M |= Γ✱ ✐♠♣❧✐q✉❡ M |= φ✳
▲❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡ C ❛ss♦❝✐é à ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st t❡❧ q✉❡ ✿
✶✳ P♦✉r t♦✉t i, j ∈ N ✱ ∀w ∈ W, ∃v ∈ W : wTi,jv
✷✳ P♦✉r t♦✉t i, j ∈ N ✱ ∀w, u, v ∈ W : wBiu ∧ uTi,jv ⇒ wTi,jv
✸✳ P♦✉r t♦✉t i, j ∈ N ✱ ∀w, u, v ∈ W : wBiu ∧ wTi,jv ⇒ uTi,jv
✹✳ P♦✉r t♦✉t i, j ∈ N ✱ ∀w, u, v ∈ W : wBiu ∧ uBjv ⇒ wTi,jv
❯♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ✶✷✾
✺✳ P♦✉r t♦✉t i ∈ N ✱ Bi ❡st sér✐❡❧❧❡✱ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❡t ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✳
▲♦rsq✉❡ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ❞✉ ❞✐s❝♦✉rs ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t✱ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s
❧❡ r✐sq✉❡ ❞✬êtr❡ tr❛❤✐✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ s❡ ♣r♦té❣❡r ❢❛❝❡ à ❧❛ tr❛❤✐s♦♥ ❡st ❞❡ ♥❡ ♣❛s ♣♦✉✈♦✐r
❢❛✐r❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ❡t s♦♥ ❝♦♥tr❛✐r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ❢❛✐r❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡
à q✉❡❧q✉✬✉♥ q✉✐ ❞✐t ✉♥❡ ❝❤♦s❡ ❡t s❡ ❝♦♥tr❡❞✐t ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✢❛❣r❛♥t ❞❡ ❝❡ ❧✐❡♥
❡♥tr❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡t ♥♦♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❡st très ❜✐❡♥ ✐❧❧✉stré ♣❛r ✉♥❡ ❡♥q✉êt❡ ♣♦❧✐❝✐èr❡✳ ▲❡s ♣♦❧✐❝✐❡rs
❢♦♥t ❝♦♥✜❛♥❝❡s à ❧❛ s✐♥❝ér✐té ❞❡s té♠♦✐♥s t❛♥t q✉✬✐❧s ♥❡ s❡ ❝♦♥tr❡❞✐s❡♥t ♣❛s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✉♥
♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ♠♦♥❞❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ♣❛r Ti,j
❞❡♣✉✐s ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♠♦♥❞❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✶✮✳
❯♥ ❛❣❡♥t ❛ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ q✉✬✐❧ ❛❝❝♦r❞❡ à ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ✭✷✮✱ ❞♦♥♥é❡
♣❛r ✭▲✐❛✉✱ ✷✵✵✸❀ ❉✉♥❞✉❛ ❛♥❞ ❯r✐❞✐❛✱ ✷✵✶✵✮✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✬✐♥tr♦s♣❡❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉r
❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ❙✐ ✉♥ ❛❣❡♥t ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ❛❧♦rs ❝❡t ❛❣❡♥t ❝r♦✐t q✉✬✐❧ ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s
❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❛✉ss✐ ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ q✉✐ ❡st ❧✬✐♥tr♦s♣❡❝t✐♦♥ ♥é❣❛t✐✈❡✳ ❊❧❧❡ ❞é❝r✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ s✐ ♥♦✉s
♥❡ ❢❛✐s♦♥s ♣❛s ❝♦♥✜❛♥❝❡ à q✉❡❧q✉✬✉♥ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜✐❡♥ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ❢❛✐s♦♥s ♣❛s
❝♦♥✜❛♥❝❡ à ❝❡tt❡ ♣❡rs♦♥♥❡✳
▲❛ ♣r♦♣r✐été ✭✹✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ s✐♥❝ér✐té✳ ❊❧❧❡ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ s✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡
❧✬❛❣❡♥t i ❝r♦✐t q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t j ♣✉✐ss❡ ❝r♦✐r❡ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ φ ✈r❛✐❡ ❞❛♥s v✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✲
♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t i ♣✉✐ss❡ ❢❛✐r❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ❧✬❛❣❡♥t j ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ s❛ s✐♥❝ér✐té s✉r t♦✉t❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ φ ✈r❛✐❡ ❞❛♥s v ❡t é♠✐s❡ ♣❛r ❝❡t ❛❣❡♥t j✳ ◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❛❧♦rs ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❛
♣r♦♣r✐été ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té q✉✐ ❡st |= T si,jφ⇒ BiBjφ✳
❊♥✜♥✱ ❧❡s ❞❡r♥✐èr❡s ♣r♦♣r✐étés s♦♥t ❝❡❧❧❡s ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡
❞✬✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té ❞♦①❛st✐q✉❡ ✭▲✐❛✉✱ ✷✵✵✸❀ ❍❡r③✐❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ ❉❡♠♦❧♦♠❜❡✱ ✷✵✵✹✮✳
✹✳✷✳✸ ❙②stè♠❡ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡
◆♦✉s ♥♦t♦♥s ⊢ φ ♣♦✉r ❞✐r❡ q✉❡ φ ❡st ✉♥ t❤é♦rè♠❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❞✉✐t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ s②stè♠❡
❞❡ ♣r❡✉✈❡s à ❧❛ ❍✐❧❜❡rt✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ❈✳✶ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛①✐♦♠❡s ❞❛♥s ✉♥ t❡❧ s②stè♠❡✳
❈❤❛q✉❡ ❛①✐♦♠❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s sé♠❛♥t✐q✉❡s ✐♠♣♦sé❡s s✉r ❧❡ ❝❛❞r❡ ❚❇✳ ◆♦✉s
❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❛①✐♦♠❡s s✉✐✈❛♥ts ✿ ❧❡s t❛✉t♦❧♦❣✐❡s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ✭R1 à R8✮✱ ❧❡s rè❣❧❡s
❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s ✭▼P✱ ◆❡❝✱ ❙✉❜✮✳ ◆♦tr❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡
❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧❡ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♥é❝❡ss✐t❛t✐♦♥✱ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ❧❡
♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s ❡t ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡ ❑ ♣♦✉r t♦✉t❡s s❡s ♠♦❞❛❧✐tés ✺✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❚❇✲
❞é❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❡st ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ S✲❞é❞✉❝t✐❜✐❧✐té ♣rés❡♥té❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✶ ♦ù S = TB✳
▲✬❛①✐♦♠❡ ❑ ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞❛❧✐té ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ tr❛❞✉✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été q✉❡ s✐ ✉♥ ❛❣❡♥t i ❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡
❡♥ ✉♥ ❛❣❡♥t j s✉r φ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ψ ❛❧♦rs✱ s✐ i ❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ j ♣♦✉r φ ❛❧♦rs i ❛ ❛✉ss✐ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥
✺✳ P♦✉r r❛♣♣❡❧✱ ❧❛ ♥é❝❡ss✐t❛t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ s✐ ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ φ ❡st ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ✭⊢ φ✮ ❛❧♦rs ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧
❛❣❡♥t i ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t j ♣♦✉r ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ✭⊢ T si,jφ✮✳ ▲❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❡
q✉❡ s✐ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❡st ♣r♦✉✈é ❡t q✉❡ ♥♦✉s s✉❜st✐t✉♦♥s ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ à ✉♥❡ ❧❡ttr❡ ❞❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ rés✉❧t❛♥t❡ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ t❤é♦rè♠❡✳ ▲❡ ♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ s✐ ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ φ ❡st
♣r♦✉✈é❡ ❡t q✉✬✐❧ ❡st ❛✉ss✐ ♣r♦✉✈é q✉❡ φ⇒ ψ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ψ ❡st ♣r♦✉✈é❡✳
✶✸✵ ▲❡ s②stè♠❡ ❚❇ ✲ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té
(CP ) ❚♦✉s ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞✉ ❈P
(KD45Bi) ❚♦✉s ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❑❉✹✺ s♦♥t ✈ér✐✜és ♣♦✉r Bi
(KDT si,j ) ❚♦✉s ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❑❉ s♦♥t ✈ér✐✜és ♣♦✉r T
s
i,j
(4TB) ⊢ T
s
i,jφ⇒ BiT
s
i,jφ
(5TB) ⊢ ¬T
s
i,jφ⇒ Bi¬T
s
i,jφ
(S) ⊢ T si,jφ⇒ BiBjφ
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ ❙②stè♠❡ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ❝❛❞r❡ ❚❇
j ♣♦✉r ψ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❚❇ ✈ér✐✜❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
⊢ T si,j(φ⇒ ψ)⇒ T
s
i,jφ⇒ T
s
i,jψ (K)
➚ ♥♦t❡r q✉❡ ✭▲✐❛✉✱ ✷✵✵✸✮✱ ♣rés❡♥té ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✱ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té ❛❜str❛✐t❡ ♥♦♥ ♥♦r♠❛❧❡
❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ P✉✐sq✉✬✐❧ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡
sé♠❛♥t✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❑ ♥✬❡st ♣❛s ✈ér✐✜é ❞❛♥s s♦♥ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡✳ ■❧ ❥✉st✐✜❡ s❛ ♣♦s✐t✐♦♥
♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ s✐ ✉♥ ❛❣❡♥t i ❛❝❝♦r❞❡ s❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥✈❡rs ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t j ❧♦rsq✉✬✐❧ ❛✣r♠❡ q✉❡
❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✜♥❛♥❝✐èr❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡ ❡st ❡①❝❡❧❧❡♥t❡ ✭φ✮✱ ❡t q✉❡ s✐ t❡❧ ❡st ❧❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❡st ❛❧♦rs
✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬✐♥✈❡st✐r ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡ ✭ψ✮✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ Ti,j(φ∧ (φ⇒ ψ)) ❡st ❞♦♥❝ s✉♣♣♦sé❡
✈r❛✐❡ ❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r ▲✐❛✉✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ Ti,jψ ❝❛r s❡❧♦♥
❧✉✐✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣❛r❝❡ q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t i ❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞✉ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡ j ♣♦✉r ❝❡s ❞❡✉①
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s φ ❡t φ⇒ ψ q✉❡ i ❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ j s✉r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ψ✳ ❆✉tr❡♠❡♥t
❞✐t✱ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ▲✐❛✉ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♠ê♠❡ s✐ ❧✬❛❣❡♥t i ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t
j ♣♦✉r φ ∧ (φ ⇒ ψ)✱ ❧✬❛❣❡♥t i ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❛✈♦✐r ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛
❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❧♦❣✐q✉❡ ψ✳ ❈❡❧❛ s❡♠❜❧❡ ❝♦♥tr❡✲✐♥t✉✐t✐❢✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡r❛✐t q✉❡ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t
i s♦✐t s✉♣♣♦sé r❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ✜❛❜❧❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❛❝❝♦r❞❡ s❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ❧✬❛❣❡♥t j✱ ❝❡t ❛❣❡♥t i ♥❡ ♣❡✉t
❞é❞✉✐r❡ q✉❡ s✬✐❧ ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡ s❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬✐♥✈❡st✐r
❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡ ❡t q✉✬✐❧ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛✉ss✐ ❧✉✐ ❢❛✐r❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ s✉r ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ψ✳ ❆✐♥s✐✱ s✬✐❧
s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ i ❡♥ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡ j ♣♦✉r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✬✐❧ tr❛♥s♠❡t✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
❞❡ ❞é❞✉✐r❡ Ti,jψ✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♠ê♠❡ s✐ ▲✐❛✉ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❡t
q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❧✉tôt ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t✱
♥♦tr❡ ❛r❣✉♠❡♥t r❡st❡ ✐♥❝❤❛♥❣é ❡t ❡st t♦✉t à ❢❛✐t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ à ❚❇✳
◆♦♥✲✐♥❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡
❯♥ ❛❣❡♥t i q✉✐ ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡ à j ♣♦✉r ✉♥ é♥♦♥❝é φ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❢❛✐r❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ❧✬❛❣❡♥t j
♣♦✉r s♦♥ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞✐s❝♦✉rs✳ ■❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
❢❛✐r❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ✉♥ ❛❣❡♥t q✉✐ r❛✐s♦♥♥❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥t❡✳
⊢ T si,jφ⇒ ¬T
s
i,j¬φ (DT si,j )
❈❡ t❤é♦rè♠❡ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ s✐ ✉♥ ❛❣❡♥t i ❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ✉♥ ❛❣❡♥t j ♣♦✉r s❛ s✐♥❝ér✐té s✉r φ
❯♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ✶✸✶
❛❧♦rs ❝❡t ❛❣❡♥t i ♥✬❛ ♣❛s ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ j ♣♦✉r s❛ s✐♥❝ér✐té s✉r ¬φ✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s
❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡ t❤é♦rè♠❡ à t♦✉t ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t k ∈ N ✱ T si,jφ; ¬T
s
i,k¬φ ❝❛r s✐ ✉♥ ❛❣❡♥t i ❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡
❡♥ j s✉r φ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ T si,jφ✱ r✐❡♥ ♥❡ ♥♦✉s ❞✐t ❡t ♥♦✉s ❡♠♣ê❝❤❡ ❞✬❛✈♦✐r T
s
i,k¬φ ♣♦✉r ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t
k ∈ N ✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ✭▲✐❛✉✱ ✷✵✵✸✮ q✉✐ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ❞❡✉① s♦✉r❝❡s q✉✐ s❡
❝♦♥tr❡❞✐s❡♥t ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱ ✐❝✐✱ ❞❡✉① ❛❣❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ❞❡s ♣r♦♣♦s ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡s ❡t ❝❡❧❛ ♥❡ s✐❣♥✐✜❡
♣❛s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t q✉✬✐❧s ♥❡ s♦♥t ♣❛s s✐♥❝èr❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ✉♥ t❡❧ t❤é♦rè♠❡ ét❛✐t ✈ér✐✜é ❞❛♥s ❚❇✱ ♥♦✉s
♦❜t✐❡♥❞r✐♦♥s ❛✉ss✐ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ T si,jp∧T
s
i,k¬p⇒ (¬T
s
i,k¬p∧T
s
i,k¬p) q✉✐ ♥✬❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ✈r❛✐✳
❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ T si,jp∧T
s
i,k¬p ❡st ✈r❛✐❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ T
s
i,jp∧T
s
i,k¬p⇒ (¬T
s
i,k¬p∧T
s
i,k¬p)
❡st ❢❛✉ss❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ❡st ❛✉ss✐ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à T si,jp ∧ T
s
i,k¬p⇒ ⊥✳
▲✐❡♥ ❡♥tr❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡t ❝r♦②❛♥❝❡
✭▲✐❛✉✱ ✷✵✵✸❀ ❉✉♥❞✉❛ ❛♥❞ ❯r✐❞✐❛✱ ✷✵✶✵✮ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡t ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡✳
▲❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❛♠è♥❡ ❛✉ss✐ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ q✉✐ ♣♦✉r t♦✉t ❛❣❡♥t i, j ∈ N s✐ ✉♥
❛❣❡♥t i ❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ✉♥ ❛❣❡♥t j s✉r ❧✬é♥♦♥❝é φ ❛❧♦rs ❧✬❛❣❡♥t i ❝r♦✐t q✉✬✐❧ ❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧✬❛❣❡♥t
j s✉r ❧✬é♥♦♥❝é φ ✿
⊢ T si,jφ⇒ BiT
s
i,jφ (4T,B)
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ q✉❡ s✐ ✉♥ ❛❣❡♥t i ♥✬❛ ♣❛s ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ✉♥
❛❣❡♥t j s✉r ❧✬é♥♦♥❝é φ ❛❧♦rs ❧✬❛❣❡♥t i ❝r♦✐t q✉✬✐❧ ♥✬❛ ♣❛s ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧✬❛❣❡♥t j s✉r ❧✬é♥♦♥❝é φ ✿
⊢ ¬T si,jφ⇒ Bi¬T
s
i,jφ (5T,B)
◆♦t♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ❛①✐♦♠❡ ❞❡ ♥♦♥✲✐♥❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡
❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ❡t s❡s ❝r♦②❛♥❝❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐ ✉♥ ❛❣❡♥t ❝r♦✐t q✉❡ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ❝♦♠♠❡ ✈r❛✐✱ ❝❡❧❛
♥✬✐♠♣❧✐q✉❡ ♣❛s q✉✬✐❧ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❞✐s❝♦✉rs q✉✐ ❛♥♥♦♥❝❡ ❧❡ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❞❡ s❛ ❝r♦②❛♥❝❡✱
✐✳❡✱ ∀i, j ∈ N , Biφ ; ¬T si,j¬φ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té✱
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝r♦✐r❡ φ ❡t ❛✈♦✐r ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ♣♦✉r s♦♥ ❝♦♥tr❛✐r❡ ¬φ✳
❊♥✜♥✱ ✉♥ ❞❡r♥✐❡r ❛①✐♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t à s♦✉❧✐❣♥❡r ❡st ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞❡ s✐♥❝ér✐té✳ ❈❡t ❛①✐♦♠❡ ❞é❝♦✉❧❡
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ s✐♥❝ér✐té✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❡①♣r✐♠é ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ s✐ ✉♥ ❛❣❡♥t i ❢❛✐t
❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t j ♣♦✉r φ ❛❧♦rs i ❝r♦✐t q✉❡ j ❝r♦✐t φ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿
⊢ T si,jφ⇒ BiBjφ (S)
▲❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♥♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t i ❝r♦✐t
q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t j ❝r♦✐t φ q✉❡ i ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡ à j ♣♦✉r s❛ s✐♥❝ér✐té s✉r φ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡st
✉♥ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t i✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▲✐❛✉✱ ♠ê♠❡
❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♠ê♠❡ s✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ ❞✬é❝r✐r❡
Ti,jp∧Ti,j¬p ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▲✐❛✉✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ❛①✐♦♠❡ Ti,jp⇒ BiBjp✱ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s
❛✉r✐♦♥s ❛✉ss✐ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ (Ti,jp ∧ Ti,j¬p) ⇒ (BiBjp ∧ BiBj¬p)✳ ❈❡ q✉✐ ♥✬❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s
✈r❛✐ ❡t ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ✈❛❧✐❞❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ▲✐❛✉✱ s✐
(Ti,jp ∧ Ti,j¬p) ❡st ✈r❛✐❡✱ ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛❞r❡✱ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❡ t❤é♦rè♠❡✱ ❝❛r ❧❡ ❢❛✉① ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❡ ❢❛✉① ❡st t♦✉❥♦✉rs ✈ér✐✜é✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡
✶✸✷ ▲❡ s②stè♠❡ ❚❇ ✲ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té
♠❛♥✐èr❡ s✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Ti,jp∧Ti,k¬p⇒ (BiBjp∧BiBk¬p)✱ ▲✐❛✉ ♣r♦✉✈❡r❛✐t ❞❛♥s
s♦♥ s②stè♠❡ ❇❆ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮ q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❢❛✐r❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❛♥s ❞❡✉① s♦✉r❝❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ❡t ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡s ❛❧♦rs q✉❡✱ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❡st t♦✉t à ❢❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡
❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ❞❡ ❞❡✉① s♦✉r❝❡s q✉✐ s❡ ❝♦♥tr❡❞✐s❡♥t✳
✹✳✸ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❡t ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❚❇
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❞❡s rés✉❧t❛ts st❛♥❞❛r❞s ❞❡ ❢♦r✲
♠✉❧❡s ✈❛❧✐❞❡s ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡
s②stè♠❡ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡ ♣rés❡r✈❡♥t ❜✐❡♥ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té✳ ◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❞❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s q✉❡ ♥♦tr❡
s②stè♠❡ TB ❡st ❝♦rr❡❝t ♣✉✐s✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡ ❡st ❝♦♠♣❧❡t✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s
♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❚❇ ♣♦ssè❞❡ ❛✉ss✐ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❢♦rt❡✳
✹✳✸✳✶ ❈♦rr❡❝t✐♦♥
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ C = (W, {Bi}i∈N , {T si,j}i,j∈N ) s✉r LTB ❡t r❛♣♣❡❧♦♥s
q✉❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ (DT si,j ) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ sér✐❛❧✐té ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ T
s
i,j ✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶ ✿ P♦✉r t♦✉t i, j ∈ N ✱
C |= T si,jp⇒ ¬T
s
i,j¬p
s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱
∀w ∈ W, ∃v ∈ W : wT si,jv
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st st❛♥❞❛r❞ ❛✉① s②stè♠❡s ❑❉ ✭❇❧❛❝❦❜✉r♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✳
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ❛✉① s②stè♠❡s ❑❉✹✺
s♦♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s sér✐❡❧❧❡s✱ tr❛♥s✐t✐✈❡s ❡t ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡s✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷ ✿ P♦✉r t♦✉t ❛❣❡♥t i ∈ N ✱ t♦✉s ❧❡s ❛①✐♦♠❡s ❑❉✹✺ ♣♦✉r Bi s♦♥t ✈ér✐✜és ❞❛♥s
C s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ C ❡st sér✐❡❧✱ tr❛♥s✐t✐❢ ❡t ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ♣♦✉r Bi✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❛✉ss✐ st❛♥❞❛r❞ ✭❇❧❛❝❦❜✉r♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✳
Pr♦✉✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ à ❧✬❛①✐♦♠❡ (5T,B)✳
❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❡t ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❚❇ ✶✸✸
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸ ✿ P♦✉r t♦✉t i, j ∈ N ✱
C |= ¬T si,jp⇒ Bi¬T
s
i,jp
s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱
∀w, u, v ∈ W, wBiu ∧ wT
s
i,jv ⇒ uT
s
i,jv
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t ❞❡✉① ❛❣❡♥ts i, j ∈ N ✳
(⇒) P❛r ❝♦♥tr❛♣♦s✐t✐♦♥✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ w, u, v ∈ W : wBiu ∧ wT si,jv ∧ ¬(uT
s
i,jv)✳
❉é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ M ♦ù V (p) = W \ {v}✳ P✉✐sq✉❡ V (p) = W \ {v} ❡t wT si,jv✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
M, w |= ¬T si,jp✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ¬(uT
s
i,jv)✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ M, u |= T
s
i,jp✳ P✉✐sq✉❡ wBiu✱ ♥♦✉s
❞é❞✉✐s♦♥s M, w |= ¬Bi¬T si,jp✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ M ❡t ✉♥ ♠♦♥❞❡ w ∈ W t❡❧
q✉❡ M, w |= ¬T si,jp ∧ ¬Bi¬T
s
i,jp ✐✳❡✳ C 6|= ¬T
s
i,jp⇒ Bi¬T
s
i,jp✳
(⇐) P❛r ❝♦♥tr❛♣♦s✐t✐♦♥✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ M = (W, {Bi}i∈N , {T si,j}i,j∈N , V ) ❡t ✉♥
♠♦♥❞❡ w ∈ W t❡❧ q✉❡ M, w |= ¬T si,jp ∧ ¬Bi¬T
s
i,jp✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ v ∈ W✱ wT
s
i,jv t❡❧ q✉❡
M, v |= ¬p ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ u ∈ W : wBiu t❡❧ q✉❡ M, u |= T si,jp✳ P✉✐sq✉❡ v /∈ V (p) ❡t ∀u
′ ∈ W :
uT si,ju
′,M, u′ |= p✱ ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ ¬(uT si,jv)✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t ❝❛❞r❡ C✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♠♦♥tré q✉❡ C |= ¬T si,jp ⇒ Bi¬T
s
i,jp s✐✱
❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ∀w, u, v ∈ W, wBiu ∧ wT si,jv ⇒ uT
s
i,jv✳
◆♦✉s ❝❛r❛❝tér✐s♦♥s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ❛✉① ❛①✐♦♠❡s (4T,B) ❡t (S)✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹ ✿ P♦✉r t♦✉t i, j ∈ N ❡t (✷,R) ∈ {(T si,j , T
s
i,j)✱(Bj ,Bj)}✱
C |= T si,jp⇒ Bi✷p
s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱
∀w, u, v ∈ W, wBiu ∧ uRv ⇒ wT
s
i,jv
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t i, j ∈ N ❞❡✉① ❛❣❡♥ts ❡t (✷,R) ∈ {(T si,j , T
s
i,j)✱(Bj ,Bj)}✳
(⇒) P❛r ❝♦♥tr❛♣♦s✐t✐♦♥ s✉♣♣♦s♦♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ C t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ w, u, v ∈ W : wBiu ∧ uRv ❡t
¬(wT si,jv)✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ M ♦ù V (p) = W \ {v}✳ P✉✐sq✉❡ ¬(wT
s
i,jv)✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝
M, w |= T si,jp✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ uRv ❡t M, v |= ¬p✱ ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ M, u |= ¬✷p ❡t ❝♦♠♠❡
wBiu✱ M, w |= ¬Bi✷p✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs M, w |= T si,jp ∧ ¬Bi✷p✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s
❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ 6|=C T si,jp⇒ Bi✷p✳
(⇐) P❛r ❝♦♥tr❛♣♦s✐t✐♦♥✱ s✉♣♣♦s♦♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ C t❡❧ q✉❡ 6|=C T si,jp ⇒ Bi✷p✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
♠♦❞è❧❡ M = (W, {Bi}i∈N , {T si,j}i,j∈N , V ) ❡t ✉♥ ♠♦♥❞❡ w ∈ W t❡❧ q✉❡ M, w |= T
s
i,jp ∧ ¬Bi✷p✳
❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t v′ ∈ W : wT si,jv
′✱ M, v′ |= p ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ u ∈ W : wBiu✱ M, u |= ¬✷p✳ P❛r
✶✸✹ ▲❡ s②stè♠❡ ❚❇ ✲ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té
❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ v ∈ W : uRv✱M, v |= ¬p✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t v′ ∈ W : wT si,jv
′,M, v′ |= p
❞♦♥❝ ¬(wT si,jv)✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♠♦♥tré q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ w, u, v ∈ W t❡❧ q✉❡ wBiu∧uRv ❡t ¬(wT
s
i,jv)✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t ❝❛❞r❡ C✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♠♦♥tré q✉❡ C |= T si,jp ⇒ Bi✷p s✐✱ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ∀w, u, v ∈ W, wBiu ∧ uRv ⇒ wT si,jv✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❚❇ ❞é❝♦✉❧❡ ❛❧♦rs ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶ ✲ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❚❇ ✿ ▲❡ s②stè♠❡ TB ❡st ❝♦rr❡❝t✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✭❙❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r❡✉✈❡✮ P✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ q✉❡
❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té ♣r❡s❡r✈❛✐❡♥t ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s ❛①✐♦♠❡s ❞❡ ❚❇✱ ✐❧ s✉✣t ❛❧♦rs
❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ❧❡ ♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s ❡t ❧❛ ♥é❝❡ss✐t❛t✐♦♥ ♣rés❡r✈❡♥t ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té✳ ❖r✱ ❡♥
❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é❥à ♣rés❡♥té❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❝❡s rés✉❧t❛ts✳
✹✳✸✳✷ ❈♦♠♣❧ét✉❞❡
P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❛❞r❡ ❚❇✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐s✲
s♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❚❇✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡
s❛t✐s❢❛✐t ❜✐❡♥ t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❚❇✳
▼♦❞è❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡
❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❚❇ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ♣r♦✉✈é
❞❛♥s ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡ ❡t s❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❚❇✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸ ✲ ▼♦❞è❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❚❇ ✿ ❙♦✐t Mc = (Wc, {Bci}i∈N ✱ {T
c
i,j}i,j∈N , V
c)
✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡ t❡❧ q✉❡ ✿
✖ Wc ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ♦ù ❝❤❛q✉❡ ♠♦♥❞❡ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s
♠❛①✐♠❛❧ ❚❇✲❝♦♥s✐st❛♥t ❀
✖ {Bci}i∈N ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s t❡❧ q✉❡ ✿
∀i ∈ N , ∀w, v ∈ Wc : wBci v s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ Biφ ∈ w ⇒ φ ∈ v
✖ {T ci,j}i,j∈N ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s t❡❧ q✉❡ ✿
∀i, j ∈ N , ∀w, v ∈ Wc : wT ci,jv s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ T
s
i,jφ ∈ w ⇒ φ ∈ v
✖ V c : P → 2W ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ✿
∀p ∈ P, w ∈ V c(p) s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ p ∈ w
❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❡t ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❚❇ ✶✸✺
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
∀i, j ∈ N , ∀w ∈ Wc, T ∗i,j(w) := {φ ∈ LTB|T
s
i,jφ ∈ w}
∀i ∈ N , ∀w ∈ Wc,B∗i (w) := {φ ∈ LTB|Biφ ∈ w}
❆✈❡❝ ❝❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ T ci,j ❡t B
c
i ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ✿
∀i, j ∈ N , ∀w, v ∈ Wc : wT ci,jv s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ T
∗
i,j(w) ⊆ v
∀i ∈ N , ∀w, v ∈ Wc : wBci v s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ B
∗
i (w) ⊆ v
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ Mc = (Wc, {Bci}i∈N , {T
c
i,j}i,j∈N , V
c)✳
▲❡♠♠❡ ✹✳✶ ✿ ❙♦✐t i, j ∈ N ❡t φ ∈ LTB✱
✖ ∀w ∈ Wc : ¬T si,jφ ∈ w ⇒ T
∗
i,j(w) ∪ {¬φ} ❡st ❚❇✲❝♦♥s✐st❛♥t ❀
✖ ∀w ∈ Wc : ¬Biφ ∈ w ⇒ B∗i (w) ∪ {¬φ} ❡st ❚❇✲❝♦♥s✐st❛♥t✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t w ∈ Wc✱ i, j ∈ N ✱ (✷,R) ∈ {(T si,j , T
c
i,j), (Bi,B
c
i )}✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♣❛r ❝♦♥tr❛✲
♣♦s✐t✐♦♥ q✉❡ R∗(w) ∪ {¬φ} ❡st ❚❇✲✐♥❝♦♥s✐st❛♥t✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ n ∈ N ❡t ψ1, . . . , ψn ∈ R∗(w)
t❡❧❧❡s q✉❡ ✿
✶✳ ⊢ ¬(
∧n
k=1 ψk ∧ ¬φ)
✷✳ ⊢ ¬
∧n
k=1 ψk ∨ ¬¬φ
✸✳ ⊢
∧n
k=1 ψk ⇒ φ
✹✳ ⊢ ✷(
∧n
k=1 ψk ⇒ φ)
✺✳ ⊢ (✷
∧n
k=1 ψk ⇒ ✷φ)
✻✳ ⊢ (
∧n
k=1✷ψk ⇒ ✷φ)
✼✳ ⊢ ¬(
∧n
k=1✷ψk ∧ ¬✷φ)
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ {✷ψ1, . . . ,✷ψn,¬✷φ} ❡st ❚❇✲✐♥❝♦♥s✐st❛♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ∀k ∈ {1, . . . , n}, ψk ∈
R∗(w) s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ✷ψk ∈ w ❡t w ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❚❇✲❝♦♥s✐st❡♥t✳ ❆✐♥s✐✱
∧n
k=1✷ψk ∈ w
✭▼❈✸✬✮ ❡t ❛❧♦rs {✷ψ1, . . . ,✷ψn} ❡st ❚❇✲✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✳ ❈♦♠♠❡ {✷ψ1, . . . ,✷ψn} ∪ {¬✷φ} ❡st ❚❇✲
✐♥❝♦♥s✐st❛♥t✱ ¬✷φ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❚❇✲❝♦♥s✐st❡♥t✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♣❛r ❧✬❛❜✲
s✉r❞❡ q✉❡ ¬✷φ ∈ w✱ ♥♦✉s ❛✉r✐♦♥s ❛✉ss✐
∧n
k=1✷ψk∧¬✷φ ∈ w ✭♣❛r ▼❈❙✸✬✮ ❡t ❞♦♥❝ {✷ψ1, . . . ,✷ψn,¬✷φ}
s❡r❛✐t ❚❇✲❝♦♥s✐st❛♥t ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ¬✷φ /∈ w✳
❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦✉✈é q✉❡ s✐ ¬✷φ ∈ w✱ ❛❧♦rs R∗(w) ∪ {¬φ} ❡st ❚❇✲❝♦♥s✐st❛♥t✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ ❧❡♠♠❡ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡✳
✶✸✻ ▲❡ s②stè♠❡ ❚❇ ✲ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té
▲❡♠♠❡ ✹✳✷ ✿ ❙♦✐t w ∈ Wc ❡t φ ∈ LT,B✳ Mc, w |= φ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ φ ∈ w✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❘❛✐s♦♥♥♦♥s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✳
✭■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✮ ❙✐ φ ∈ LTB ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❞❡❣ré ✵✱ ✐✳❡✳ ✐❧ ❡①✐st❡ p ∈ P, φ = p✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ∀w ∈ Wc, w ∈ V (p) s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ p ∈ w✳
✭❍éré❞✐té✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ φ ∈ LTB ❞❡ ❞❡❣ré str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à
n ∈ N∗✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿ ∀w ∈ Wc,Mc, w |= φ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ∀w ∈ Wc, φ ∈ w
❙♦✐t ψ, θ ∈ LTB t❡❧❧❡ q✉❡max(deg(ψ), deg(θ)) = n−1✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦✉r t♦✉t ♠♦♥❞❡ w ∈ Wc✱
Mc, w |= ψ ss✐ ψ ∈ w ❡t Mc, w |= θ ss✐ θ ∈ w✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s q✉❡ Mc, w |= ¬ψ ss✐ Mc, w 2 ψ ss✐ ψ /∈ w✳ P✉✐s✱ Mc, w |= ψ ∧ θ ss✐
Mc, w |= ψ ❡t Mc, w |= θ ss✐ ψ ∈ w ❡t θ ∈ w ss✐ ψ ∧ θ ∈ w ✭▼❈✸✬✮✳ ❊♥s✉✐t❡✱ Mc, w |= ψ ∨ θ ss✐
Mc, w |= ψ ♦✉ Mc, w |= θ ss✐ ψ ∈ w ♦✉ θ ∈ w ss✐ ψ ∨ θ ∈ w ✭▼❈✸✮✳ ❊♥✜♥✱ Mc, w |= ψ ⇒ θ ss✐
Mc, w |= ¬ψ ♦✉ Mc, w |= θ ss✐ ψ /∈ w ♦✉ θ ∈ w ss✐ ψ ⇒ θ ∈ w✳
Pr❡♥♦♥s (R,✷) ∈ {(Bi, Bi), (T si,j , T
s
i,j)} ❡t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♠♦♥❞❡ w ∈ W
c✳
(⇒) ❙✉♣♣♦s♦♥s ♣❛r ❝♦♥tr❛♣♦s✐t✐♦♥ q✉❡ ✷ψ /∈ w✳ ❈♦♠♠❡ w ❡st ♠❛①✐♠❛❧ ❚❇✲❝♦♥s✐st❛♥t✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ¬✷ψ ∈ w✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✶✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s R∗(w) ∪ {¬ψ} ❡st ❚❇✲❝♦♥s✐st❛♥t ❡t ❞♦♥❝✱ ♣❛r ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▲✐♥❞❡♥❜❛✉♠✱ ✐❧ ❡①✐st❡ v ∈ Wc : R∗(w)∪ {¬ψ} ⊆ v ❡t v ❡st ♠❛①✐♠❛❧ ❚❇✲❝♦♥s✐st❛♥t✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ¬ψ ∈ v ❡t✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ Rc✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s wRcv ❡t ❞♦♥❝ ψ /∈ v✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❛r
❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥sWc, v 2 ψ✳ ❖r✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡①✐st❡ v ∈ Wc : wRcv : v |= ¬ψ✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s Mc, w |= ¬✷ψ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ Mc, w 2 ✷ψ✳
(⇐) P❛r ❝♦♥tr❛♣♦s✐t✐♦♥✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Mc, w 2 ✷ψ✱ ✐✳❡✳ Mc, w |= ¬✷ψ✳ ❉♦♥❝✱ ✐❧ ❡①✐st❡
v ∈ W : wRcv,Mc, v |= ¬ψ✳ ❆✐♥s✐✱Mc, v 2 φ ❡t✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s φ /∈ v✳
❖r✱ ♣✉✐sq✉❡ φ /∈ v✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ Rc✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✷φ /∈ w✳
✭❈♦♥❝❧✉s✐♦♥✮ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♠♦♥tré ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ q✉❡ ✿
∀φ ∈ LTB, ∀w ∈ W
c :Mc, w |= φ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ φ ∈ w
◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❡♥tr❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❡t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣r♦✉✈é❡s
❞✉ s②stè♠❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷ ✲ ▲❡♠♠❡ ❞❡ ✈ér✐té ✿ ❙♦✐t φ ∈ LTB✳ Mc |= φ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ⊢ φ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳
✶✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ Mc |= φ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ∀w ∈ Wc :Mc, w |= φ ❀
✷✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷ ∀w ∈ Wc :Mc, w |= φ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ∀w ∈ Wc, φ ∈ w ❀
✸✳ P❛r ▼❈✺✱ ∀w ∈ Wc, φ ∈ w s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ⊢ φ ❀
✹✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ Mc |= φ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ⊢ φ✳
❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❡t ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❚❇ ✶✸✼
Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❛✉t♦✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❝❛♥♦✲
♥✐q✉❡s ét❛✐❡♥t ✈ér✐✜és ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❞r❡ ❚❇✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝❡s rés✉❧t❛ts ♥♦✉s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠♦♥tr❡r
q✉❡ t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ét❛✐t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ✈❛❧✐❞❡ ❞❡ ❚❇✱ ❡t ré❝✐♣r♦q✉❡✲
♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞és♦r♠❛✐s ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ s❛t✐s❢❛✐t t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
sé♠❛♥t✐q✉❡s ❞❡ ❚❇✳ ❊♥ ❞é♠♦♥tr❛♥t q✉✬✐❧ s❛t✐s❢❛✐t t♦✉t❡s s❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡
❞✉ s②stè♠❡ ❚❇ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✐♠♠é❞✐❛t❡✳
▲❡♠♠❡ ✹✳✸ ✿ ❙♦✐t Mc = (Wc, {Bci}i∈N , {T
c
i,j}i,j∈N , i
c) ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ TB✳ ❈❡
♠♦❞è❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ Mc ❡st t❡❧ q✉❡ ✿
✶✳ ∀i, j ∈ N , T ci,j ❡st sér✐❡❧❧❡ ❀
✷✳ ∀i, j ∈ N , ∀w, u, v ∈ Wc, wBciu ∧ wT
c
i,jv ⇒ uT
c
i,jv ❀
✸✳ ∀i, j ∈ N , ∀w, u, v ∈ Wc, wBciu ∧ uT
c
i,jv ⇒ wT
c
i,jv ❀
✹✳ ∀i, j ∈ N , ∀w, u, v ∈ Wc, wBciu ∧ uB
c
jv ⇒ wT
c
i,jv ❀
✺✳ ∀i ∈ N ,Bci ❡st tr❛♥s✐t✐✈❡✱ sér✐❡❧❧❡ ❡t ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t i, j ∈ N ✱ w ∈ Wc ❡t T si,jφ ∈ w✳
✭✶✮ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ st❛♥❞❛r❞ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❑❉ ✭❇❧❛❝❦❜✉r♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✳
✭✷✮ ❙♦✐❡♥t i, j ∈ N ✳ P♦✉r t♦✉t w, u, v ∈ Wc : wBciu ∧ wT
c
i,jv ❡t φ /∈ v✳ P❛r ▼❈✷✱ ¬φ ∈ v ❡t✱
♣✉✐sq✉❡ wT ci,jv✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ¬T
s
i,jφ ∈ w✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ⊢ ¬T
s
i,jφ ⇒ Bi¬T
s
i,jφ✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❛r ▼❈✺✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ¬T si,jφ ⇒ Bi¬T
s
i,jφ ∈ w✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ▼❈✹✱ ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ Bi¬T
s
i,jφ ∈ w ❡t ♣✉✐sq✉❡
wBciu✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ¬T
s
i,jφ ∈ u✳ ❉♦♥❝✱ ♣❛r ▼❈✷✱ T
s
i,jφ /∈ u✳ ◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ♣❛r
❝♦♥tr❛♣♦s✐t✐♦♥ q✉❡ T si,jφ ∈ u⇒ φ ∈ v✱ ❡t ❞♦♥❝ uT
c
i,jv✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ s❛t✐s❢❛✐t ✿
∀i, j ∈ N , ∀w, u, v ∈ Wc, wBciu ∧ wT
c
i,jv ⇒ uT
c
i,jv
✭✸✮ ❙♦✐❡♥t i, j ∈ N ✳ P♦✉r t♦✉t w, u, v ∈ Wc : wBciu ∧ uT
c
i,jv ❡t T
s
i,jφ ∈ w✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t
⊢ T si,jφ ⇒ BiT
s
i,jφ✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❛r ▼❈✺✱ T
s
i,jφ ⇒ BiT
s
i,jφ ∈ w ❡t✱ ♣❛r ▼❈✹✱ BiT
s
i,jφ ∈ w✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ T si,jφ ∈ u✱ ❡t ❞♦♥❝ φ ∈ v✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ T
c
i,j ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s wT
c
i,jv✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✿
∀i, j ∈ N , ∀w, u, v ∈ Wc, wBciu ∧ uT
c
i,jv ⇒ wT
c
i,jv
✭✹✮ ❙♦✐❡♥t i, j ∈ N ✳ P♦✉r t♦✉t w, u, v ∈ Wc : wBciu∧uB
c
jv ❡t T
s
i,jφ ∈ w✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ⊢ T
s
i,jφ⇒
BiBjφ✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❛r ▼❈✺✱ T si,jφ⇒ BiBjφ ∈ w ❡t✱ ♣❛r ▼❈✹✱ BiBjφ ∈ w✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ Bjφ ∈ u
❡t ❞♦♥❝ φ ∈ v✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ T ci,j ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s wT
c
i,jv✱ ✐✳❡✳ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦✉✈é q✉❡ ✿
∀i, j ∈ N , ∀w, u, v ∈ Wc, wBciu ∧ uB
c
jv ⇒ wT
c
i,jv
✭✺✮ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ st❛♥❞❛r❞ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❑❉✹✺ ✭❇❧❛❝❦❜✉r♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✳
✶✸✽ ▲❡ s②stè♠❡ ❚❇ ✲ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✸ ✲ ❈♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ❚❇ ✿ ▲❡ s②stè♠❡ TB ❡st ❝♦♠♣❧❡t✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r s②♥t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿
✶✳ C |= φ =⇒Mc |= φ
✷✳ Mc |= φ⇐⇒⊢ φ
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ C |= φ =⇒⊢ φ✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❚❇ ét❛✐t ❝♦rr❡❝t ❡t ❝♦♠♣❧❡t✳
✹✳✸✳✸ Pr♦♣r✐étés ❢♦rt❡s ❞✉ ❝❛❞r❡ ❚❇
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ❝❛❞r❡ ❚❇ ❝♦♠♠❡ ❧❡s t❤é♦rè♠❡s
❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❢♦rt❡ ❞✉ ❝❛❞r❡✳
❚❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❛ ❚❇✲❞é❞✉❝t✐❜✐❧✐té ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ré✢❡①✐✈✐té✱ ❞❡ tr❛♥s✐t✐✈✐té ❡t ❞✬❛❢✲
❢❛✐❜❧✐ss❡♠❡♥t à ❣❛✉❝❤❡ ♣rés❡♥té❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳ ❈❡s ♣r♦♣r✐étés s♦♥t é✈✐❞❡♥t❡s à ❞é♠♦♥tr❡r
❞❛♥s ❚❇✳ ■❧ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s♦♥t ✈ér✐✜és✳
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹ ✲ ❚❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ✿ ❙♦✐❡♥t Γ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ♣r♦✉✈é❡s
❞❛♥s ❚❇✱ φ ❡t ψ ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s✳
(1) Γ ∪ {ψ} ⊢ φ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ Γ ⊢ ψ ⇒ φ
(2) Γ ∪ {ψ} |= φ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ Γ |= ψ ⇒ φ
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t Γ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ♣r♦✉✈é❡s ❞❛♥s ❚❇✱ φ ❡t ψ ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s✳
❉é♠♦♥tr♦♥s ❧❡ s❡♥s (⇒) ❡t s✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ Γ∪{ψ} ⊢ φ✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❚❇✲❞é❞✉❝t✐❜✐❧✐té✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ Σ = {ψ1, . . . , ψn},Σ ⊆ Γ ∪ {ψ} t❡❧ q✉❡ ✿
⊢
∧
i∈{1,...,n}
ψi ⇒ φ
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡✉① ❝❛s à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧♦rsq✉❡ ψ ∈ Σ ❡t ❧♦rsq✉❡ ψ 6∈ Σ✳
❙✐ ψ ∈ Σ✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ i ∈ {1, . . . , n} t❡❧ q✉❡ ψ = ψi✳ ❉♦♥❝ ⊢ (
∧
k∈{1,...,n}\{i}
ψk) ∧ ψ ⇒ φ
♣❛r ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❡t ❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❞✉ ∧✳ P✉✐s✱ ⊢
∧
k∈{1,...,n}\{i}
ψk ⇒ (ψ ⇒ φ)✳ ❖r ♣♦✉r t♦✉t
k ∈ {1, . . . , n} \ {i}, ψk ∈ Σ ❡t ❞♦♥❝ ψk ∈ Γ ♣❛r ✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈é ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s
q✉❡ Γ ⊢ ψ ⇒ φ✳
❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❡t ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❚❇ ✶✸✾
❙✐ ψ 6∈ Σ✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, . . . , n}, ψi 6= ψ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s q✉❡ ✿
⊢
∧
k∈{1,...,n}
ψk ⇒ φ
❖r ❝♦♠♠❡ ⊢ φ⇒ (ψ ⇒ φ) ❡st ✉♥ ❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❈P✱ ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡ ✿
⊢
∧
k∈{1,...,n}
ψk ⇒ (ψ ⇒ φ)
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ {1, . . . , n}, ψk ∈ Σ ❡t ❞♦♥❝ ψk ∈ Γ ♣❛r ✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈é ❞❛♥s ❝❡t ❛✉tr❡ ❝❛s q✉❡ Γ ⊢ ψ ⇒ φ✳
(⇐) Pr♦✉✈♦♥s ❞és♦r♠❛✐s ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Γ ⊢ ψ ⇒ φ✳
■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ Σ = {ψ1, . . . , ψn}, Σ ⊆ Γ t❡❧ q✉❡ ✿
⊢
∧
i∈{1,...,n}
ψi ⇒ (ψ ⇒ φ)
❉♦♥❝ ⊢
∧
i∈{1,...,n}
ψi ∧ ψ ⇒ φ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ t❤é♦rè♠❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ Σ ∪ {ψ} ⊢ φ✳ ❖r
❝♦♠♠❡ Σ ⊆ Γ✱ ♣❛r ❛✛❛✐❜❧✐ss❡♠❡♥t à ❣❛✉❝❤❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡ Γ ∪ {ψ} ⊢ φ✳
▲❛ ✈❡rs✐♦♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ✭✷✮ ♣❡✉t êtr❡ ♣r♦✉✈é❡ ♣❛r ❞♦✉❜❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✿
Γ |= ψ ⇒ φ ss✐ ∀M : s✐ M |= Γ, ❛❧♦rs M |= ψ ⇒ φ ss✐ ∀M : M |= Γ ⇒ (ψ ⇒ φ)
ss✐ ∀M : M |= ¬Γ ∨ ¬ψ ∨ φ ss✐ ∀M : M |= ¬(Γ ∧ ψ) ∨ φ ss✐ ∀M : M |= (Γ ∧ ψ) ⇒ φ ss✐
∀M : s✐ M |= Γ ∪ {ψ}, ❛❧♦rs M |= φ ss✐ Γ ∪ {ψ} |= φ✳
❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❢♦rt❡
▲❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ q✉❛s✐♠❡♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬❛✛❛✐✲
❜❧✐ss❡♠❡♥t sé♠❛♥t✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s r❡❞é♠♦♥tr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✺ ✲ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞❡ ❚❇ ✿ ❙♦✐❡♥t Γ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ♣r♦✉✈é❡s
❞❛♥s ❚❇✱ φ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❚❇✳
❙✐ Γ ⊢ φ ❛❧♦rs Γ |= φ
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t Γ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ♣r♦✉✈é❡s ❞❛♥s ❚❇✱ φ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❚❇✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Γ ⊢ φ✱ ❞♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ ψ1, . . . , ψn ∈ Γ tq ⊢ ψ1∧. . .∧ψn ⇒ φ✳ ❉♦♥❝ ♣❛r ❝♦rr❡❝t✐♦♥✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s |= ψ1∧ . . .∧ψn ⇒ φ ✐✳❡✳ |= ¬ψ1∨ . . .∨¬ψn∨φ✳ ❉♦♥❝ |= ¬ψ1∨ . . .∨¬ψn∨¬
∧
θ∈Γ
θ∨φ✳
✶✹✵ ▲❡ s②stè♠❡ ❚❇ ✲ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té
❆✐♥s✐✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❡ ▼♦r❣❛♥ ❡t ❡♥ r❡❣r♦✉♣❛♥t ❧❡s t❡r♠❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s q✉❡ ✿
|= ¬
∧
θ∈Γ∪{ψ1,...,ψn}
θ ∨ φ
❖r ❝♦♠♠❡ {ψ1, . . . , ψn} ⊆ Γ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s Γ ∪ {ψ1, . . . , ψn} = Γ ❡t ❞♦♥❝ |= ¬
∧
θ∈Γ
θ ∨ φ ✭❛✛❛✐❜❧✐s✲
s❡♠❡♥t sé♠❛♥t✐q✉❡✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ∀M, s✐ M |= Γ, ❛❧♦rs M |= φ✳ ◆♦✉s ✈❡♥♦♥s
❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ Γ |= φ✳
❈♦♠♣❧ét✉❞❡ ❢♦rt❡
▲❡ s②stè♠❡ ❚❇ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t✳
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✻ ✲ ❈♦♠♣❧ét✉❞❡ ❢♦rt❡ ❞❡ ❚❇ ✿ ▲❡ s②stè♠❡ TB ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❝♦♥tr❛♣♦s✐t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s Γ ⊂ LTB ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s t❡❧ q✉❡ Γ 6⊢ φ✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s q✉❡ Γ ∪ {¬φ} ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❚❇✲❝♦♥s✐st❛♥t ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ✻✳ ❈♦♠♠❡ Γ ∪ {¬φ} ❡st
❝♦♥s✐st❛♥t✱ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ▲✐♥❞❡♥❜❛✉♠✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❚❇✲❝♦♥s✐st❛♥t Γ′ t❡❧ q✉❡
Γ∪{¬φ} ⊆ Γ′ ❡tMc |= Γ′ ❛✈❡❝Mc ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐✱Mc |= Γ∪{¬φ}✳ ❉♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ♠♦❞è❧❡ M t❡❧ q✉❡ M |= Γ ∪ {¬φ}✳ ❉♦♥❝ M |= Γ ❡t M |= ¬φ✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ M ❡st t❡❧
q✉❡ M,Γ 6|= φ✳ ❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❚❇ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t
❝♦♠♣❧❡t✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❚❇ ❡st ❝♦rr❡❝t✱ ❝♦♠♣❧❡t✱ ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t ❡t ❢♦rt❡✲
♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛
s✐♥❝ér✐té q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é❞✉✐r❡ ❞❛♥s ❝❡ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡✳
✹✳✹ ❈♦♥✜❛♥❝❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❡t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡
❙✐ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❧♦❣✐q✉❡s ❞é❥à ❛①✐♦♠❛t✐sé❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛①✐♦♠❡
❞❡ s✐♥❝ér✐té✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧✬✐♥tr♦s♣❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à s❡s ❝r♦②❛♥❝❡s✱ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés
♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧❡s s❡✉❧❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés
❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❛
❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ♥✬❡st ♣❛s tr❛♥s✐t✐✈❡✳ P❛r ❧❛ ♠ê♠❡ ♦❝❝❛s✐♦♥✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧✬❛①✐♦♠❡
❉ ❡st ❡♥ ré❛❧✐té ❞é❞✉❝t✐❜❧❡ ♣❛r ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞❡ s✐♥❝ér✐té✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧❛
❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣❛rt❛❣é❡ ♣❛r ✉♥ ❣r♦✉♣❡✳
✻✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ t❡❧❧❡ q✉✬❡❧❧❡ ❛ été ❢❛✐t❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳
❈♦♥✜❛♥❝❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❡t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ✶✹✶
✹✳✹✳✶ ❉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈✐té
▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♥tér❡ss❛♥t❡s à ❝♦♥s✐❞ér❡r s♦♥t ❧✐é❡s ❛✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠♦✲
❞❛❧✐té ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺ ✿ ❙♦✐❡♥t i, j ∈ N ❞❡✉① ❛❣❡♥ts✳
✶✳ ⊢ T si,jφ ∧ T
s
i,jψ ≡ T
s
i,j(φ ∧ ψ) (∧T )
✷✳ ⊢ (T si,jφ ∨ T
s
i,jψ)⇒ T
s
i,j(φ ∨ ψ) (∨T )
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P✉✐sq✉❡ T si,j ❡st ✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té ♥♦r♠❛❧❡✱ ✐❧ ❡♥ rés✉❧t❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ♣r♦✲
♣r✐été ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞é♠♦♥tré❡ ❡t ✐ss✉❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✹✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st st❛♥❞❛r❞✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦♣r✐été tr❛❞✉✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t i ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ❧❛ s✐♥❝ér✐té ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t
j s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s é♥♦♥❝é❡s ♣❛r ❧✬❛❣❡♥t j ❡t s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧✬❛❣❡♥t i ❛ ❛❝❝♦r❞é s❛
❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣r♦♣r✐été s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ s✐ ❧✬❛❣❡♥t i ❛❝❝♦r❞❡ s❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ✉♥ ❛❣❡♥t j s✉r ✉♥❡
❝❡rt❛✐♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ φ✱ ♦✉ s✬✐❧ ❧✬❛❝❝♦r❞❡ s✉r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ψ✱ ❛❧♦rs ❧✬❛❣❡♥t i ❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡
❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t j s✉r ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ♥❡
♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉✬✉♥ ❛❣❡♥t i ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ❧❛ s✐♥❝ér✐té ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t j ♣♦✉r
❞❡✉① ❝❤♦✐① ♣♦ss✐❜❧❡s φ ∨ ψ✱ s✐ ❧✬❛❣❡♥t j é♥♦♥❝❡ ❧❡ ❝❤♦✐① φ ♦✉ s✬✐❧ é♥♦♥❝❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ψ à ❧✬❛❣❡♥t i✱
❧✬❛❣❡♥t i ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s ❢❛✐r❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à j ♣♦✉r φ ❡t ♥❡ ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ❧✉✐ ❢❛✐r❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣♦✉r ψ✳ ❈❡t
❛❣❡♥t j ♣♦✉rr❛✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ êtr❡ ❡♥ tr❛✐♥ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❧✬❛❣❡♥t i s✉r ✉♥ ❝❤♦✐① s♣é❝✐✜q✉❡✳
✹✳✹✳✷ ❉❡s ♣r♦♣r✐étés ❧✐é❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡
▲❡s ré❝✐♣r♦q✉❡s ❞❡s ❛①✐♦♠❡s (4TB) ❡t (5TB) s♦♥t ♣r♦✉✈é❡s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❚❇✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✻ ✿ ❙♦✐❡♥t i, j ∈ N ❞❡✉① ❛❣❡♥ts✳
✶✳ ⊢ BiT si,jp⇒ T
s
i,jp (C4TB)
✷✳ ⊢ Bi¬T si,jp⇒ ¬T
s
i,jp (C5TB)
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t ❞❡✉① ❛❣❡♥ts i, j ∈ N ✳ ◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦♣r✐été ✿
✶✳ ⊢ ¬T si,jp⇒ Bi¬T
s
i,jp (5TB)
✷✳ ⊢ Bi¬T si,jp⇒ ¬BiT
s
i,jp (DB)
✸✳ ⊢ ¬T si,jp⇒ Bi¬T
s
i,jp⇒ ¬BiT
s
i,jp
✹✳ ⊢ (¬T si,jp⇒ Bi¬T
s
i,jp⇒ ¬BiT
s
i,jp)⇒ (¬T
s
i,jp⇒ Bi¬T
s
i,jp)⇒ (¬T
s
i,jp⇒ ¬BiT
s
i,jp)
✺✳ ⊢ ¬T si,jp⇒ ¬BiT
s
i,jp
✻✳ ⊢ (¬T si,jp⇒ ¬BiT
s
i,jp)⇒ (BiT
s
i,jp⇒ T
s
i,jp)
✼✳ ⊢ BiT si,jp⇒ T
s
i,jp
◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣r♦♣r✐été ✿
✶✳ ⊢ Bi¬T si,jp⇒ ¬BiT
s
i,jp (DB)
✶✹✷ ▲❡ s②stè♠❡ ❚❇ ✲ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té
✷✳ ⊢ T si,jp⇒ BiT
s
i,jp (4TB)
✸✳ ⊢ (T si,jp⇒ BiT
s
i,jp)⇒ (¬BiT
s
i,jp⇒ ¬T
s
i,jp)
✹✳ ⊢ ¬BiT si,jp⇒ ¬T
s
i,jp
✺✳ ⊢ Bi¬T si,jp⇒ ¬BiT
s
i,jp⇒ ¬T
s
i,jp
✻✳ ⊢ (Bi¬T si,jp⇒ ¬BiT
s
i,jp⇒ ¬T
s
i,jp)⇒ (Bi¬T
s
i,jp⇒ ¬BiT
s
i,jp)⇒ (Bi¬T
s
i,jp⇒ ¬T
s
i,jp)
✼✳ ⊢ Bi¬T si,jp⇒ ¬T
s
i,jp
❈❡s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés s♦✉❧✐❣♥❡♥t ✭✶✮ q✉❡ q✉❛♥❞ ✐❧ ❡st ❧❡ ❝❛s q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ❝r♦✐t q✉✬✐❧ ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡✱
❛❧♦rs ✐❧ ❡st ❜✐❡♥ ❧❡ ❝❛s q✉✬✐❧ ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❀ ✭✷✮ q✉❛♥❞ ✐❧ ❡st ❧❡ ❝❛s q✉✬✐❧ ❝r♦✐t q✉✬✐❧ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s
❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ❧❡ ❝❛s q✉✬✐❧ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡
♣r♦♣r✐été ❧✐é❡ à ❧❛ ❝r♦②❛♥❝❡✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✼ ✿ P♦✉r t♦✉t ❛❣❡♥t i, j ∈ N ✱
⊢ BiBjφ⇒ ¬T
s
i,j¬φ
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t i, j ∈ N ❞❡✉① ❛❣❡♥ts✳
✶✳ ⊢ Bjφ⇒ ¬Bj¬φ
✷✳ ⊢ Bi(Bjφ⇒ ¬Bj¬φ)
✸✳ ⊢ Bi(Bjφ⇒ ¬Bj¬φ)⇒ (BiBjφ⇒ Bi¬Bj¬φ)
✹✳ ⊢ BiBjφ⇒ Bi¬Bj¬φ
✺✳ ⊢ Bi¬Bj¬φ⇒ ¬BiBj¬φ
✻✳ ⊢ BiBjφ⇒ Bi¬Bj¬φ⇒ ¬BiBj¬φ
✼✳ ⊢ T si,j¬φ⇒ BiBj¬φ
✽✳ ⊢ (T si,j¬φ⇒ BiBj¬φ)⇒ (¬BiBj¬φ⇒ ¬T
s
i,j¬φ)
✾✳ ⊢ ¬BiBj¬φ⇒ ¬T si,j¬φ
✶✵✳ ⊢ (BiBjφ⇒ Bi¬Bj¬φ⇒ ¬BiBj¬φ)⇒ (BiBjφ⇒ Bi¬Bj¬φ)⇒ (BiBjφ⇒ ¬BiBj¬φ)
✶✶✳ ⊢ BiBjφ⇒ ¬BiBj¬φ
✶✷✳ ⊢ BiBjφ⇒ ¬BiBj¬φ⇒ ¬T si,j¬φ
✶✸✳ ⊢ (BiBjφ⇒ ¬BiBj¬φ⇒ ¬T si,j¬φ)⇒ (BiBjφ⇒ ¬BiBj¬φ)⇒ (BiBjφ⇒ ¬T
s
i,j¬φ)
✶✹✳ ⊢ BiBjφ⇒ ¬T si,j¬φ
❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣r♦♣r✐été é♥♦♥❝❡ q✉❡ s✐ ✉♥ ❛❣❡♥t i ❝r♦✐t q✉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t j ❝r♦✐t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ φ✱ ❛❧♦rs ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t i ♣✉✐ss❡ ❢❛✐r❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ❧✬❛❣❡♥t j ♣♦✉r ❧❡
❝♦♥tr❛✐r❡✳ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ s✉r q✉❡❧❧❡s ♣r♦♣♦✲
s✐t✐♦♥s ✉♥ ❛❣❡♥t ♥✬❛ ♣❛s ❝♦♥✜❛♥❝❡✳
❈♦♥✜❛♥❝❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❡t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ✶✹✸
✹✳✹✳✸ ❉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♣s❡✉❞♦✲tr❛♥s✐t✐✈✐té
❉❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ♣♦✐♥té ❞✉ ❞♦✐❣t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣♦✉✈❛✐t ♥❡ ♣❛s êtr❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ ✭❈❤r✐s✲
t✐❛♥s♦♥ ❛♥❞ ❍❛r❜✐s♦♥✱ ✶✾✾✼✮ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✮✳ ▲❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s✳ P❛r
tr❛♥s✐t✐✈✐té✱ ♥♦✉s ❡♥t❡♥❞♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ T si,jT
s
j,kφ ⇒ T
s
i,kφ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡
♥✬❡st ♣❛s ♣❛r❝❡ q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t i ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t j q✉❛♥❞ j ❞é❝❧❛r❡ q✉✬✐❧
❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t k q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t i ❢❛✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ❧❛
s✐♥❝ér✐té ❞❡ k ♣♦✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ▲✬❛❣❡♥t j ♣❡✉t êtr❡ s✐♥❝èr❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❞♦♥♥❡ s♦♥ ❛✈✐s ♠❛✐s
♣❡✉t ❡♥ ré❛❧✐té ❛✈♦✐r t♦rt s✉r ❧❛ s✐♥❝ér✐té ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t k s✉r φ✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été
❞❡ ♣s❡✉❞♦✲tr❛♥s✐t✐✈✐té s✉r ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❞❡s ❛❣❡♥ts ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✽ ✿ P♦✉r t♦✉t ❛❣❡♥t i, j, k ∈ N ✿
⊢ T si,jT
s
j,kφ⇒ BiBjBkφ
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t i, j, k ∈ N tr♦✐s ❛❣❡♥ts✳
✶✳ ⊢ T si,jT
s
j,kφ⇒ BiBjT
s
j,kφ
✷✳ ⊢ T sj,kφ⇒ BjBkφ
✸✳ ⊢ BjT sj,kφ⇒ T
s
j,kφ
✹✳ ⊢ Bi(BjT sj,kφ⇒ T
s
j,kφ)
✺✳ ⊢ Bi(BjT sj,kφ⇒ T
s
j,kφ)⇒ BiBjT
s
j,kφ⇒ BiT
s
j,kφ
✻✳ ⊢ BiBjT sj,kφ⇒ BiT
s
j,kφ
✼✳ ⊢ T si,jT
s
j,kφ⇒ BiBjBkφ
✹✳✹✳✹ ❯♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞é❞✉✐t❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✿ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❉
▲✬❛①✐♦♠❡ ❉ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞❡ s✐♥❝ér✐té✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡
q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ⊢ T si,jφ⇒ ¬T
s
i,j¬φ ♥✬❛ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛①✐♦♠❡ ❞✉ s②stè♠❡
❞❡ ♣r❡✉✈❡✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♣❡✉t êtr❡ ❞é❞✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞❡ s✐♥❝ér✐té✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✾ ✿ ▲✬❛①✐♦♠❡ ❉ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞❡ s✐♥❝ér✐té✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳
✶✳ ⊢ T si,jφ⇒ BiBjφ
✷✳ ⊢ BiBjφ⇒ ¬T si,j¬φ
✸✳ ⊢ T si,jφ⇒ BiBjφ⇒ ¬T
s
i,j¬φ
✹✳ ⊢ (T si,jφ⇒ BiBjφ⇒ ¬T
s
i,j¬φ)⇒ (T
s
i,jφ⇒ BiBjφ)⇒ (T
s
i,jφ⇒ ¬T
s
i,j¬φ)
✶✹✹ ▲❡ s②stè♠❡ ❚❇ ✲ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té
✺✳ ⊢ T si,jφ⇒ ¬T
s
i,j¬φ
▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ rés✉♠é ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❈✳✶ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ s✐♠♣❧✐✜é ❡♥ r❡t✐r❛♥t ❧✬❛①✐♦♠❡
(DT si,j )✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ sér✐❛❧✐té ✐♠♣♦sé❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛❞r❡ ❚❇ s✉r
❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ Ti,j ❡st r❡❞♦♥❞❛♥t❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ s✐♥❝ér✐té✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
♣✉✐sq✉❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s Bi ❡t Bj s♦♥t sér✐❡❧❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ Ti,j ❡st tr❛♥s✐t✐✈❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡s ❞❡✉①
r❡❧❛t✐♦♥s✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ❛✉ss✐ sér✐❡❧❧❡✳
✹✳✹✳✺ ❈♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ❞❡ s♦✐✲♠ê♠❡
❙✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❛❣❡♥ts i, j ∈ N ✱ ♥♦✉s ♥❡ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♣❛s
✐♥tér❡ssés ❛✉ ❝❛s ❧♦rsq✉❡ i = j✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛❣❡♥t i ❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ s❛ ♣r♦♣r❡ s✐♥❝ér✐té
s✉r ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ φ✱ ✐✳❡✳ T si,iφ✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ ❛❣❡♥t i q✉✐ ♠❛♥✐♣✉❧❡ ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t j s✉r ✉♥❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ φ s❛✐t q✉✬✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛✈♦✐r ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧✉✐✲♠ê♠❡ s✉r ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ φ✳ ▼ê♠❡
s✐ ❧❡ ❝❛❞r❡ ❚❇ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é❞✉✐r❡ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡
q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t i ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s❡ ❢❛✐r❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ❧✉✐✲♠ê♠❡ s✬✐❧ ♥❡ ❝r♦✐t ♣❛s ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ φ✱ ✐✳❡
⊢ ¬Biφ⇒ ¬T
s
i,iφ✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛♣♦sé❡✱ ✐✳❡✳ ⊢ T
s
i,iφ⇒ Biφ✳ ❯♥ ❛❣❡♥t
i q✉✐ s✬❛❝❝♦r❞❡ s❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ s❛ s✐♥❝ér✐té ❝r♦✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❝❡ q✉✬✐❧ ❞✐t✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✵ ✿ ❙♦✐t i ∈ N ✉♥ ❛❣❡♥t ✿
⊢ T si,iφ⇒ Biφ
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳
✶✳ ⊢ T si,iφ⇒ BiBiφ
✷✳ ⊢ BiBiφ⇒ Biφ
✸✳ ⊢ T si,iφ⇒ BiBiφ⇒ Biφ
✹✳ ⊢ (T si,iφ⇒ BiBiφ⇒ Biφ)⇒ (T
s
i,iφ⇒ BiBiφ)⇒ T
s
i,iφ⇒ Biφ
✺✳ ⊢ T si,iφ⇒ Biφ
✹✳✹✳✻ ❈♦♥✜❛♥❝❡ ♣❛rt❛❣é❡
▲❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ❡♥✈❡rs ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ré♣✉t❛t✐♦♥ ✭❝❢✳
s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✸✮ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ q✉✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛❣❡♥ts ❛❝❝♦r❞❡ à ✉♥ ❛❣❡♥t ❞✉ s②stè♠❡✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ s✉r ❧❛ s✐♥❝ér✐té✱ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡
♣❛rt❛❣é❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡✳
❈♦♥✜❛♥❝❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❡t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ✶✹✺
❈♦♥✜❛♥❝❡ ♣❛rt❛❣é❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té
P♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣❛rt❛❣é❡✱ ♥♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ✭❙♠✐t❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳ ❯♥
❣r♦✉♣❡ ❞✬❛❣❡♥ts ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ✉♥ ❛✉tr❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛❣❡♥ts s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ t♦✉s ❧❡s ❛❣❡♥ts ❞✉
♣r❡♠✐❡r ❣r♦✉♣❡ ❢♦♥t ❝♦♥✜❛♥❝❡ à t♦✉s ❧❡s ❛❣❡♥ts ❞✉ s❡❝♦♥❞ ❣r♦✉♣❡ ✿
∀I, J ⊆ N : TcI,Jφ
△
=
∧
(i,j)∈I×J
T si,jφ
❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❝♦♥s❡♥s✉s ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❛❣❡♥ts
❞❡ I ❞♦✐✈❡♥t ❢❛✐r❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à t♦✉s ❧❡s ❛❣❡♥ts ❞❡ J ♣♦✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s
❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✉❛❧❡ à ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣❛rt❛❣é❡✱ ♥♦té❡ Tc∗I,J ✿
∀I, J ⊆ N : Tc∗I,Jφ
△
=
∨
(i,j)∈I×J
T si,jφ
❈❡ ♣ré❞✐❝❛t ❡①♣r✐♠❡ q✉✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❛❣❡♥t ❞❡ I ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ✉♥ ❛❣❡♥t ❞❡ J ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐
❛✉❝✉♥ ❛❣❡♥t ❞❡ I ♥❡ ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ❞❡s ❛❣❡♥ts ❞❡ J ♣♦✉r ✉♥❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ φ ❛❧♦rs ¬Tc∗I,Jφ ❡st
✈r❛✐❡✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣❛rt❛❣é❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❝♦♥s✐❞éré❡
✐❝✐✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✭❍❡r③✐❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t q✉❡ ❧❛ r❡♣✉t❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ✐♥❞✐q✉❛♥t
q✉✬❛✉ ♠♦✐♥s ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❛❣❡♥ts ❞❡ I ♦♥t ✉♥❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡♥✈❡rs ❧❡s ❛❣❡♥ts ❞❡
J ✳ P❛r s♦✉❝✐ ❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ♥♦✉s ♥✬✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ♣❛s ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠❛❥♦r✐té ❡t✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱
♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛s ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré♣✉t❛t✐♦♥✳
▲❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣❛rt❛❣é❡ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❑❉
▲❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣❛rt❛❣é❡ ♣♦ssè❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❑❉✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✶ ✿ P♦✉r t♦✉t ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛❣❡♥ts I, J,K ⊆ N ✿
✶✳ ⊢ TcI,Jφ ∧ TcI,Jψ ≡ TcI,J(φ ∧ ψ)
✷✳ ⊢ (TcI,Jφ ∨ TcI,Jψ)⇒ TcI,J(φ ∨ ψ)
✸✳ ⊢ (TcI,Jφ ∧ TcI,J(φ⇒ ψ))⇒ TcI,Jψ
✹✳ ⊢ TcI,Jφ⇒ ¬Tc∗I,J¬φ
✺✳ ⊢ TcI,Jφ⇒ ¬TcI,J¬φ
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✭❙❝❤é♠❛s ❞❡ ♣r❡✉✈❡✮ P♦✉r t♦✉t ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛❣❡♥ts I, J,K ⊆ N ✱
✭✶✮ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✿
⊢
∧
(i,j)∈I×J
(T si,jφ ∧ T
s
i,jψ) ≡
∧
(i,j)∈I×J
T si,j(φ ∧ ψ)
✶✹✻ ▲❡ s②stè♠❡ ❚❇ ✲ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té
✭✷✮ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✿
⊢
∧
(i,j)∈I×J
(T si,jφ ∨ T
s
i,jψ)⇒
∧
(i,j)∈I×J
T si,j(φ ∨ ψ)
✭✸✮ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✿
✶✳ {TcI,Jφ ∧ TcI,J(φ⇒ ψ)} |=
∧
(i,j)∈I×J
(T si,jφ ∧ (T
s
i,j(φ⇒ ψ)))
✷✳ {TcI,Jφ ∧ TcI,J(φ⇒ ψ)} |=
∧
(i,j)∈I×J
T si,jψ
✸✳ ⊢ (TcI,Jφ ∧ TcI,J(φ⇒ ψ))⇒ TcI,Jψ
✭✹✮ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✿
✶✳ {TcI,Jφ} |=
∧
(i,j)∈I×J
(T si,jφ ∧ (T
s
i,jφ⇒ ¬T
s
i,j¬φ))
✷✳ {TcI,Jφ} |=
∧
(i,j)∈I×J
¬T si,j¬φ
✸✳ {TcI,Jφ} |= ¬
∨
(i,j)∈I×J
T si,j¬φ
✹✳ ⊢ TcI,Jφ⇒ ¬Tc∗I,J¬φ
✭✺✮ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✿
✶✳ {TcI,Jφ} |=
∧
(i,j)∈I×J
(T si,jφ ∧ (T
s
i,jφ⇒ ¬T
s
i,j¬φ))
✷✳ {TcI,Jφ} |=
∧
(i,j)∈I×J
¬T si,j¬φ
✸✳ {TcI,Jφ} |=
∧
(i,j)∈I×J
¬T si,j¬φ⇒
∨
(i,j)∈I×J
¬T si,j¬φ
✹✳ {TcI,Jφ} |=
∨
(i,j)∈I×J
¬T si,j¬φ⇒ ¬
∧
(i,j)∈I×J
T si,j¬φ
✺✳ {TcI,Jφ} |= ¬
∧
(i,j)∈I×J
T si,j¬φ
✻✳ ⊢ TcI,Jφ⇒ ¬TcI,J¬φ
❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣❛rt❛❣é❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❑❉ ✿ ❧❡s ❛①✐♦♠❡s ✈ér✐✜és ❛✉
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té s♦♥t ❛✉ss✐ ✈ér✐✜és ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣❛rt❛❣é❡ ❛✉ s❡✐♥
❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛❣❡♥ts✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡s ❛①✐♦♠❡s ❞✬✐♥tr♦s♣❡❝t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t
♣❛s êtr❡ ✈ér✐✜és ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣❛rt❛❣é❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❛❣❡♥ts ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ♥✬♦♥t ♣❛s
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ q✉✬✐❧s ♣❛rt❛❣❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ♣♦✉r ✉♥ ❛✉tr❡ ❣r♦✉♣❡
❞✬❛❣❡♥ts✳ P♦✉r ❛✈♦✐r ❧✬✐♥tr♦s♣❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r
✉♥❡ ❛✉tr❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣❛rt❛❣é❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❝♦♠♠✉♥❡ ♣❛rt❛❣é❡✳ ❈❡tt❡
♥♦t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✿
∀I, J ⊆ N : TcpI,Jφ
△
=
∧
i∈I
BiTcI,Jφ ∧ . . . ∧
∧
i∈I
Bi . . .
∧
j∈I
BjTcI,Jφ
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ✶✹✼
❈❡ ♣ré❞✐❝❛t ❡①♣r✐♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❛❣❡♥ts ❞✉ ❣r♦✉♣❡ I ❝r♦✐❡♥t q✉✬✐❧s ♦♥t ✉♥❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡
♣❛rt❛❣é❡ ♣♦✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ J ❡t q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❛❣❡♥ts ❞✉ ❣r♦✉♣❡ I ❝r♦✐❡♥t q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❛❣❡♥ts ❞✉
❣r♦✉♣❡ I ♦♥t ✉♥❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣❛rt❛❣é❡ ♣♦✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ J ✱ ❡t❝✳
▲❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣❛rt❛❣é❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❝♦♠♠✉♥❡s
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❡s ❛❣❡♥ts q✉✐ ♦♥t ✉♥❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣❛rt❛❣é❡ ♣♦✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ J ✱ ♣❛rt❛❣❡♥t ❛✉ss✐ ❧❡s
♠ê♠❡s ❝r♦②❛♥❝❡s s✉r ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❞❡s ❛❣❡♥ts ❞✉ ❣r♦✉♣❡ J ✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞❡ s✐♥❝ér✐té ❡st ✈ér✐✜é
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣❛rt❛❣é❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♣s❡✉❞♦✲tr❛♥s✐t✐✈✐té s✉r ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✷ ✿ P♦✉r t♦✉t ❣r♦✉♣❡ ❞✬❛❣❡♥ts I, J,K ⊆ N ✱
✶✳ ⊢ TcI,Jφ⇒
∧
(i,j)∈I×J BiBjφ
✷✳ ⊢ TcI,JTcJ,Kφ⇒
∧
(i,j,k)∈I×J×K BiBjBkφ
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✭❙❝❤é♠❛s ❞❡ ♣r❡✉✈❡✮ P♦✉r t♦✉t I, J,K ⊆ N ✿
✭✶✮ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✿
✶✳ {TcI,Jφ} |=
∧
(i,j)∈I×J
(T si,jφ ∧ (T
s
i,jφ⇒ BiBjφ))
✷✳ {TcI,Jφ} |=
∧
(i,j)∈I×J
BiBjφ
✸✳ ⊢ TcI,Jφ⇒
∧
(i,j)∈I×J BiBjφ
✭✷✮ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✿
✶✳ {TcI,JTcJ,Kφ} |=
∧
(i,j)∈I×J
(T si,j
∧
k∈K
T sj,kφ
∧(T si,jT
s
j,kφ⇒ BiBjBkφ))
✷✳ {TcI,JTcJ,Kφ} |=
∧
(i,j,k)∈I×J×K
BiBjBkφ
✸✳ ⊢ TcI,JTcJ,Kφ⇒
∧
(i,j,k)∈I×J×K BiBjBkφ
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝❡s ♣r❡✉✈❡s r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧❡s t❤é♦rè♠❡s (∧T ) ❡t ∀k ∈ N ✱ ⊢ Bk(p ∧ q) ≡
Bkp ∧ Bkq✳ P❛r ❝❡s ♣r♦♣r✐étés✱ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ s✐ ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❞✬❛❣❡♥ts ♦♥t ❝♦♥✜❛♥❝❡
❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ I ❝r♦✐❡♥t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t
❞❡ J ❝r♦✐❡♥t ❧❛ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ φ✳
✹✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té
▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❚❇✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞♦✐t r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡
✉♥ ❝❧✐❡♥t ❡t ✉♥ ✈❡♥❞❡✉r s♦♥t ❡♥ tr❛✐♥ ❞❡ ♠❛r❝❤❛♥❞❡r✳ ▲❡ ✈❡♥❞❡✉r ❛✣r♠❡ q✉✬✐❧ ❡st très ✐♥tér❡ss❛♥t
❞✬✐♥✈❡st✐r ❞❛♥s ❝❡ ♣r♦❞✉✐t✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✐♠❛❣✐♥❡r q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡ ✈❡♥❞❡✉r s♦✐t ♣❛②é
✶✹✽ ▲❡ s②stè♠❡ ❚❇ ✲ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té
♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡ ❡t ❞♦♥❝ ♥❡ s♦✐t ♣❛s s✐♥❝èr❡ ❞❛♥s s♦♥ ❛✣r♠❛t✐♦♥✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✸✳✷
♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à r❡♣rés❡♥t❡r ✐❝✐ t♦✉s ❧❡s ♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s c ❧✬❛❣❡♥t ❝❧✐❡♥t✱ ❡t
s ❧✬❛❣❡♥t ✈❡♥❞❡✉r✱ ❡t P = {p, q} ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣♦✉r ✿
✖ p := ✓ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬✐♥✈❡st✐r ❞❛♥s t❡❧ ♣r♦❞✉✐t ✔ ❀
✖ q := ✓ s ❡st ♣❛②é ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦♠♦✉✈♦✐r ✔✳
◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ s✐ ❧✬❛❣❡♥t s ❡st ♣❛②é ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡✱ ❛❧♦rs ❧✬❛❣❡♥t s ❝r♦✐t q✉❡
❝✬❡st ❧❡ ❝❛s✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ s✐ ❧✬❛❣❡♥t s ♥✬❡st ♣❛s ♣❛②é ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡✱ ❛❧♦rs ❧✬❛❣❡♥t s
❝r♦✐t q✉❡ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t s
❝r♦✐t q✉✬✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬✐♥✈❡st✐r ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ✭✐✳❡✳ Bsp✮ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t
s ❝r♦✐t ❧❡ ❝♦♥tr❛✐r❡ ✭✐✳❡ Bs¬p✮✳
❉✉ ❝ôté ❝❧✐❡♥t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝r♦✐t q✉✬✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬✐♥✈❡st✐r ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❞✉✐t
✭✐✳❡ Bcp✮ ♠❛✐s ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❡ ❝❧✐❡♥t ❝r♦✐t q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬✐♥✈❡st✐r ❞❡❞❛♥s ✭✐✳❡✳ Bc¬p✮✳
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡ ❝❧✐❡♥t ❝r♦✐t q✉❡ ❧❡ ✈❡♥❞❡✉r ❡st ♣❛②é ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡✱
♦✉ ❝r♦✐t ❧❡ ❝♦♥tr❛✐r❡ ✭✐✳❡✳ Bcq ♦✉ Bc¬q✮✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ✐❧ ❡st ❛✉ss✐ ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧❡ ❝❧✐❡♥t ♥❡ s❛❝❤❡
r✐❡♥ s✉r ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ¬Bc¬p ∧ ¬Bcp ❡t ¬Bc¬q ∧ ¬Bcq✳
P❛r s♦✉❝✐ ❞❡ ❝❧❛rté✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t c ✐♥❢♦r♠❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ q✉✬✐❧
♥❡ ❝r♦✐t ♣❛s q✉✬✐❧ s♦✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬✐♥✈❡st✐r ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❞✉✐t✱ ♥✐ ❞✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ✭✐✳❡✳ ¬Bcp∧¬Bc¬p✮✳
❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t c ✐♥❢♦r♠❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ q✉✬✐❧ ❝r♦✐t q✉❡ ❧❡ ✈❡♥❞❡✉r s tr❛✈❛✐❧❧❡
♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡ ♠❛✐s ♥✬❡♥ ❡st ♣❛s ❝❡rt❛✐♥ ✭✐✳❡✳ Bcq✮✳
◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❛❧♦rs ❞❡✉① ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✬ét❛ts ♠❡♥t❛✉① ♣♦✉r ❧❡ ✈❡♥❞❡✉r✱ s♦✐t ❧❡
✈❡♥❞❡✉r s❛✐t s✬✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬✐♥✈❡st✐r ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ✭✐✳❡✳ (Bsp⇒ p)∧ (Bs¬p⇒ ¬p)✮✱ s♦✐t ✐❧
♥❡ s❛✐t ♣❛s s✬✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬✐♥✈❡st✐r ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ✭✐✳❡✳ ¬Bsp∧¬Bs¬p✮✳ ◆♦✉s ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
♣❛s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ✈❡♥❞❡✉r ❝r♦✐t q✉✬✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬✐♥✈❡st✐r ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❞✉✐t
s❛♥s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t êtr❡ ré❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s s♦✐t ✈ér✐✜é✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐ ❧❡ ✈❡♥❞❡✉r s❛✐t s✬✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ♦✉
♥♦♥ ❞✬✐♥✈❡st✐r ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❞✉✐t✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ét❛ts ♠❡♥t❛✉① ❞❡s ❛❣❡♥ts
♣♦✉r ❝❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳ ❆✉ s❡✐♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡ ❞❡
❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ s♦♥t ✈r❛✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♥♦❡✉❞✳
❆✐♥s✐✱ s✐ M ❡st ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t c
❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t s s✬✐❧ tr❛✈❛✐❧❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡✱ ✐✳❡✳ M |= T sc,sq✳ ❖r✱ ♣❛r
❧✬❛①✐♦♠❡ ❞❡ s✐♥❝ér✐té✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s M |= T sc,sq ⇒ BcBsq✱ ❡t ❞♦♥❝ M |= BcBsq✱ ✐✳❡✳ ❧✬❛❣❡♥t c ❝r♦✐t
q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t s ❝r♦✐t q✉✬✐❧ tr❛✈❛✐❧❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡✳
▲❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✳ ▲❡ ✈❡♥❞❡✉r ♥❡
❝r♦✐t ♣❛s q✉❡ s♦♥ ♣r♦❞✉✐t ❡st ❜♦♥✱ ♥✐ ♥❡ ❝r♦✐t q✉✬✐❧ ❡st ♠❛✉✈❛✐s✳ ◆♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s ❛❧♦rsM |= ¬Bsp∧
¬Bs¬p ❡tM |= Bc¬Bsp✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ✈❡♥❞❡✉r s ♥❡ ❝r♦✐t ♣❛s q✉✬✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬✐♥✈❡st✐r ❞❛♥s
❝❡ ♣r♦❞✉✐t✱ ♥✐ ♥❡ ❝r♦✐t ❞✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❡t q✉❡ ❧❡ ❝❧✐❡♥t ❝r♦✐t q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s q✉❡ ❧❡ ✈❡♥❞❡✉r ❝r♦✐t
q✉❡ s♦♥ ♣r♦❞✉✐t ❡st ❞❡ q✉❛❧✐té✳ ❖r✱ ♣❛r ❧✬❛①✐♦♠❡ (DBc)✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s M |= Bc¬Bsp ⇒ ¬BcBsp
❡t ♣❛r ❧❛ ❝♦♥tr❛♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞❡ s✐♥❝ér✐té M |= ¬BcBsp ⇒ ¬T sc,sp✳ ◆♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s ♣❛r
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ✶✹✾
p ∧ q ¬p ∧ q
p ∧ ¬q ¬p ∧ ¬q
BcBsTc,sTs,c BcBsTc,sTs,c
Bs Bs
BcTc,sTs,c
BcTc,sTs,c
BcTc,sTs,c
BcTc,sTs,c
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ ❈❛s ✶ ✿ ❧❡ ✈❡♥❞❡✉r s❛✐t s✬✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬✐♥✈❡st✐r ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❞✉✐t✳
p ∧ q ¬p ∧ q
p ∧ ¬q ¬p ∧ ¬q
BcBsTc,sTs,c BcBsTc,sTs,c
Bs Bs
BcBsTc,sTs,c
BcTc,sTs,c
BcTc,s
Bs
BcTc,sTs,c
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✕ ❈❛s ✷ ✿ ❧❡ ✈❡♥❞❡✉r ♥❡ s❛✐t ♣❛s s✬✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬✐♥✈❡st✐r ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❞✉✐t✳
♠♦❞✉s ♣♦♥❡♥s q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ t❡❧❧❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ M |= ¬T sc,sp✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s q✉❡ ❧❡
❝❧✐❡♥t ❢❛ss❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ❞✉ ✈❡♥❞❡✉r ❧♦rsq✉✬✐❧ ❞✐t q✉❡ s♦♥ ♣r♦❞✉✐t ❡st ❞❡ q✉❛❧✐té✳
❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❛❞r❡ ❧♦❣✐q✉❡✱ ♥♦♠♠é ❚❇✱
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❛❧♦rs ❞❛♥s ❝❡
s②stè♠❡ ✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té T si,j s✐❣♥✐✜❛♥t q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t i ❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ❧❛ s✐♥❝ér✐té ❞❡ j ❧♦rsq✉✬✐❧ é♠❡t
✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ▲♦rsq✉✬✉♥ ❛❣❡♥t i ❛❝❝♦r❞❡ s❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t j✱ ❝❡t ❛❣❡♥t
i ✈❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❝r♦✐r❡ q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t j ❝r♦✐t ❝❡ q✉✬✐❧ ❞✐t✳ ❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡
❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❛①✐♦♠❡ ❞❡ s✐♥❝ér✐té✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥ ❛❣❡♥t ❛ t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ♥❡
♣❛s ❛❝❝♦r❞❡r s❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✬✐❧ ❝r♦✐t q✉❡ ❧✬❛✉tr❡ ❛❣❡♥t ❡st ❡♥ tr❛✐♥ ❞❡ ❧❡
♠❛♥✐♣✉❧❡r✳ ▲❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ à ❝❡t ❛①✐♦♠❡ ❞❡ s✐♥❝ér✐té ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡
❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❝❡ s②stè♠❡ ét❛✐t ❝♦rr❡❝t✱ ❝♦♠♣❧❡t ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é
❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ❝♦♠♠❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ q✉✬❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s
tr❛♥s✐t✐✈❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ét❡♥❞✉ ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ à ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡
♥♦♠♠é❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣❛rt❛❣é❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡
♣❛rt❛❣é❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❛✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❑❉✳
❙✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ❞❡s s②stè♠❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦✉ s✉r
❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❛✉❝✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞❡ r❛✐s♦♥♥❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡s s②stè♠❡s ❧♦❣✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s ♣ré✲
✶✺✵ ▲❡ s②stè♠❡ ❚❇ ✲ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té
s❡♥t♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r r❛✐s♦♥♥❡r ❞❛♥s ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s ❡t ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧✬✉♥❡
❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ ❝❛❞r❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❚❇✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✺
❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞é❞✐é❡ ❛✉
❝❛❞r❡ ❚❇
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❛✉① ❝❤❛♣✐tr❡s ✸ ❡t ✹ ❞❡✉① s②stè♠❡s ❧♦❣✐q✉❡s✱ ❑❇❊ ❡t ❚❇✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❑❇❊ ❡st
✉♥ s②stè♠❡ ♥♦♥✲♥♦r♠❛❧ ❡t ♠✉❧t✐✲♠♦❞❛❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳
▲❡ s②stè♠❡ ❚❇ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ♥♦r♠❛❧ ❡t ♠✉❧t✐✲♠♦❞❛❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ♣rés❡♥té ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s s②stè♠❡s✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛
♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉s✉❡❧❧❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❛♥s
❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s✱ ♣✉✐s ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡ à ❚❇ q✉✐ ❡①♣❧♦✐t❡
❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡ ❝❛❞r❡ ♣♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✱
♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té✱ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ❡t ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞❛♥s
❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉s✉❡❧❧❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té
❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❑✱ ❑❉ ♦✉ ❑❉✹✺✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✱ ♥♦✉s
♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞é❞✐é❡ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚ ❞❛♥s ❚❇
❡t ♣r♦✉✈♦♥s ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳ ❊♥✜♥✱ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s
✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t s♦♥ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳
✺✳✶ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❡t ❛r❜r❡s ❧❛❜❡❧❧✐sés
●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ tr♦✐s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s s②stè♠❡s ❧♦✲
❣✐q✉❡s ✿ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ✈ér✐✜❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t
✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ✈ér✐✜❡r s✐ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡
❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡✱ ❡t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ✶ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à
✈ér✐✜❡r s✐ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞♦♥♥é✳
✶✳ ▼♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣
✶✺✶
✶✺✷ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞é❞✐é❡ ❛✉ ❝❛❞r❡ ❚❇
✺✳✶✳✶ ❉❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❛♥s ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s
P♦✉r ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♠♦❞❛❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ▼✱ ❧❡s tr♦✐s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠❡♥t✐♦♥♥és ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t
s❡ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶ ✲ ▼✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ✿ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ▼✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ✭▼✲❙❆❚✮ ❡st ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ φ ❞❡ ▼ ❡♥ ❡♥tré❡✱ à ✈ér✐✜❡r s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ M
❞✉ ❝❛❞r❡ ▼ ❡t ✉♥ ♠♦♥❞❡ w t❡❧ q✉❡ M, w |= φ✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷ ✲▼✲✈❛❧✐❞✐té ✿ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ▼✲✈❛❧✐❞✐té ✭▼✲❱❆▲✮ ❡st ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥
q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ φ ❞❡ ▼ ❡♥ ❡♥tré❡✱ à ✈ér✐✜❡r s✐ ♣♦✉r t♦✉t ♠♦❞è❧❡ M ❞✉ ❝❛❞r❡ ▼ ❡t
♣♦✉r t♦✉t ♠♦♥❞❡ w✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s M, w |= φ✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸ ✲ ▼✲✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ✿ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ✭▼✲▼❈✮ ❡st ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ φ ❞❡ ▼✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ M ❞✉ ❝❛❞r❡ ▼✱ ❡t I ⊆ W
✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥❞❡s✱ à ✈ér✐✜❡r s✐ ♣♦✉r t♦✉t ♠♦♥❞❡ w ∈ I✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s M, w |= φ✳
▲♦rsq✉❡ ▼ ❡st ❧❡ ❝❛❞r❡ ❚❇✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ❚❇✲❙❆❚✱ ❚❇✲❱❆▲ ❡t ❚❇✲▼❈ ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r r❡s♣❡❝t✐✲
✈❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ❡t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❚❇✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❡st ❧❡ ❞✉❛❧ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té✱ ♥♦✉s ♥♦✉s
✐♥tér❡ss♦♥s à ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ à ❞é❝✐❞❡r✱
♥♦✉s ♥❡ ❧✬❛❜♦r❞❡r♦♥s ♣❛s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ✿
✶✳ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①✱ ❞❡st✐♥é❡ ❞❛✈❛♥t❛❣❡ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚ ❀
✷✳ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❛r❜r❡s✱ ♣❧✉tôt ❞❡st✐♥é❡ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té✳
✺✳✶✳✷ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①
❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ à ✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té ❡t ♣rés❡♥t♦♥s
t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞❡st✐♥é❡ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
♣r♦✉✈❡r ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❑✳
▼ét❤♦❞❡s ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ♣♦✉r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ✭❋✐tt✐♥❣✱ ✶✾✽✸❀ ●♦ré✱ ✶✾✾✾✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s✲
✜❛❜✐❧✐té ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❢❡r♠és s✉r ❧❡s s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡s✱ ❛♣♣❡❧és t❛❜❧❡❛✉①✳
▲✬❡①❡♠♣❧❡ ✺✳✶ ✐❧❧✉str❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♦✉ ❧❛
✈❛❧✐❞✐té ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✳
❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✶ ✿ ▲♦rsq✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ✈ér✐✜❡r ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡
φ = (p ⇒ (q ⇒ r))✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥❛ï✈❡♠❡♥t é♥✉♠ér❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s
♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s p, q ❡t r ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré s✉r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✱ ♣✉✐s ✈ér✐✜❡r s✐ ♣♦✉r
▼ét❤♦❞❡s ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❡t ❛r❜r❡s ❧❛❜❡❧❧✐sés ✶✺✸
✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ✈r❛✐❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ φ✱ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I =
{(p, 0); (q, 0); (r, 0)} s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ φ✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t q✉✬❛✉❝✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥❡ r❡♥❞❡
❢❛✉ss❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I = {(p, 1); (q, 1); (r, 0)} ✐♥✈❛❧✐❞❡
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ φ✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ψ = (p⇒ (q ⇒ r))⇒ (p⇒ q)⇒ (q ⇒ r) ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❝❛r ✐❧
♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ψ ❡st ❢❛✉ss❡✳
♣ q r q ⇒ r p⇒ q p⇒ q p⇒ (q ⇒ r) (p⇒ q)⇒ (q ⇒ r) (p⇒ (q ⇒ r))⇒ (p⇒ q)⇒ (q ⇒ r)
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✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶ ✶
❚❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ t❛❜❧❡❛✉ ♣♦✉r ❞é❝✐❞❡r ❞❡ ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ ♣❧✉s
❡✣❝❛❝❡✳ ❉✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡①✐st❡♥t ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡
❞é❝✐s✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s ❡t ♦r❞♦♥♥és ✭❍✉t❤ ❛♥❞ ❘②❛♥✱ ✷✵✵✹✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✈❛ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ❝❛r ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s
❞❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♠♦❞❛❧❡ ✿ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ ✭❇❧❛❝❦❜✉r♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✳
▼ét❤♦❞❡s ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ♣♦✉r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✺✳✶ ♥❡ s✉✣t ♣❧✉s ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ✐♥t❡r♣rét❡r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ✷θ
♦✉ ✸φ ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♠♦❞❛❧❡✳ P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ✐♥t❡r♣rét❡r ❝❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❛♥s ✉♥ t❛❜❧❡❛✉✱ ✐❧ ❡st ❛❧♦rs
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❛✉tr❡ t❛❜❧❡❛✉ ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ φ ❡t t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s θ✳ ❯♥❡
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❛❜❧❡❛✉① q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❡♥s❡♠❜❧❡ té♠♦✐♥✳
❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ té♠♦✐♥ ❡st ❛❧♦rs ❝♦♥str✉✐t ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t❛❜❧❡❛✉ I ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡
❡t à ❝❤❛q✉❡ ❢♦r♠✉❧❡ ✸φ ∈ I ❞❡ ❝❡ t❛❜❧❡❛✉✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛✉tr❡ t❛❜❧❡❛✉ J ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ φ
❛✐♥s✐ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s θ ♦ù ✷θ ∈ I✳ P♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❛✐sé♠❡♥t ✉♥ t❡❧ t❛❜❧❡❛✉✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
r❡❝♦✉rt à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✈ér✐✜é❡s ♣♦✉r ✉♥
t❛❜❧❡❛✉ ❞♦♥♥é ♠❛✐s ❛✉ss✐ t♦✉t❡s s❡s s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ {ψ} ∪ {θ : ✷θ ∈ H} ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡
✐♥❝❧✉s ❞❛♥s J ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ s✉s❝✐té❡ ♣❛r ✸ψ ❞❛♥s ❍ ❡t ♥♦té Dem(H, ⋄ψ)✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✐♠♣♦sé❡ s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥
❞✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té ❡①✐st❡✳
❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✷ ✿ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s H = {p,✸q,✷p} ❡t ✈é✲
r✐✜♦♥s s✐ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❑✳ ❈♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ té♠♦✐♥✱ ✐❧
✶✺✹ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞é❞✐é❡ ❛✉ ❝❛❞r❡ ❚❇
❡①✐st❡ ✉♥❡ ✸p ❞❛♥s H✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r s✐ ✸p ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r
✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ I ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ p✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥st❛♥❝✐❛✲
t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛r❝ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✳ ▼❛✐s ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ✷p ∈ H✱ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ p
❞♦✐t ❛✉ss✐ êtr❡ ✈ér✐✜é❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ I✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ I = {p, q} ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ té♠♦✐♥✱
❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❡st {H, I}✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ té♠♦✐♥ ❞é❝r✐t ✐♥❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡
M = ({w0, w1}, {(w0, w1)}, {(w0, {p, q}), (w1, {p, q}})✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❜✐❡♥ M, w0 |= H✱ ❞♦♥❝ ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ H ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st q✉❡ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r q✉✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ φ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡✱
✐❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ H ❝♦♥t❡♥❛♥t φ ❡t ♠♦♥tr❡r q✉✬à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡t
❡♥s❡♠❜❧❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ té♠♦✐♥✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ φ✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ✿
∼ φ =
{
ψ s✐ φ = ¬ψ✱
¬φ s✐♥♦♥✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❝♦♠♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✶✳ ✸ ≡∼ ✷ ∼
✷✳ ✷ ≡∼ ✸ ∼
✸✳ ∼ ✷ ≡ ✸ ∼
✹✳ ∼ ✸ ≡ ✷ ∼
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é✜♥✐r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✹ ✲ ❊♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ ✿ ❙♦✐t Σ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❢❡r♠é ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ✷✳ H ❡st
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ s✉r Σ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ H ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ Σ t❡❧
q✉❡ ✿
✶✳ ⊥ 6∈ H
✷✳ s✐ ¬φ ∈ Σ✱ ❛❧♦rs ¬φ ∈ H ss✐ φ 6∈ H
✸✳ s✐ φ ∧ ψ ∈ Σ✱ ❛❧♦rs φ ∧ ψ ∈ Σ ss✐ φ ∈ Σ ❡t ψ ∈ Σ
◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ H s✉r Σ ✉♥ ❛t♦♠❡ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ H ❡st ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ s✉r Σ s❛t✐s✜❛❜❧❡✳
❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✸ ✿ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s Γ = {p ∧✸✸q ∨✷p,✸p}
❡t ❝❛❧❝✉❧♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s Γ✳ ◆♦t♦♥s Σ = Cl(Γ) ❧❛
❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ Γ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s Σ = {p∧✸✸q ∨✷p,✸p, p,✸✸q,✷p,¬✷p,¬(p∧✸✸q ∨
✷p),¬p,¬✸✸q,¬✸q,✸q, q,¬q,¬✸p}✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ H s✉r Σ ❡t ❝♦♥t❡♥❛♥t Γ
❡st ✿
H = {p ∧✸✸q ∨✷p,✸p, p,✸✸q,✸q, q,¬✷p}
✷✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❢❡r♠és ❡st ❞♦♥♥é❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳
▼ét❤♦❞❡s ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❡t ❛r❜r❡s ❧❛❜❡❧❧✐sés ✶✺✺
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ H s✉r Σ✱ ♦ù Σ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❢❡r♠é ❞❡
❢♦r♠✉❧❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉❥♦✉rs Cl(H) = Σ✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❛r ❛❜✉s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣❛r❧❡r
❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ H s❛♥s ❛✈♦✐r à ♣ré❝✐s❡r ♣❛r r❛♣♣♦rt à q✉❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❢❡r♠é
❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ❞é✜♥✐ ❝❛r ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t Cl(H)✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t t♦✉t❡❢♦✐s ❞❡ s♦✉❧✐❣♥❡r
q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❜✐❡♥ ❞✬✉♥ ❛❜✉s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❝❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ ♥✬❛ ❞❡ s❡♥s q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt
à s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❢❡r♠é ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s Σ✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ✐❧ ❡st ❛✉ss✐ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r
q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t s❛t✐s✜❛❜❧❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡
❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✺✳✹✳
P♦✉r ✈ér✐✜❡r q✉✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r♦✉✈❡r
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ té♠♦✐♥ ❣é♥éré ♣❛r ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ té♠♦✐♥ ❡st ✉♥❡ str✉❝t✉r❡
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ s✬❛ss✉r❡r q✉✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛r❧é ♣ré❝é✲
❞❡♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❛♥s ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s té♠♦✐♥s✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡✱ ♣♦✉r ❡♥s✉✐t❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ té♠♦✐♥s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❑✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✺ ✲ ❉❡♠❛♥❞❡ s✉s❝✐té❡ ✿ ❙♦✐t J ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ s✉r Σ✱ ♦ù Σ ❡st
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❢❡r♠é✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s✱ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ s✉s❝✐té❡ ♣❛r ✸φ ❞❛♥s J ✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
Dem(J,✸φ) t❡❧ q✉❡ ✿
Dem(J,✸φ) = {φ} ∪ {∼ θ|¬✸θ ∈ J} ❛✈❡❝ ✸φ ∈ J
▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ s✉s❝✐té❡ ♣❛r ✉♥ ✸φ ❞❛♥s J s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ♣❛r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ J✸φ t❡❧ q✉❡ ✿
J✸φ := {I ⊆ Cl(Dem(J,✸φ))|I ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ t❡❧ q✉❡ Dem(J,✸φ) ⊆ I}
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✻ ✲ ❊♥s❡♠❜❧❡ té♠♦✐♥ ❣é♥éré ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ ✿ ❙♦✐❡♥t Σ
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❢❡r♠é ❡t H ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ s✉r Σ✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
HH ⊆ 2
Σ✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ té♠♦✐♥ ❣é♥éré ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ H s✉r Σ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿
✶✳ H ∈ HH
✷✳ s✐ I ∈ HH ✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ✸ψ ∈ I✱ ✐❧ ❡①✐st❡ J ∈ I✸ψ t❡❧ q✉❡ J ∈ HH
✸✳ s✐ J ∈ HH ❡t J 6= H✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ I0✱. . .✱ In ∈ HH ❛✈❡❝ n ∈ N∗ t❡❧ q✉❡ H = I0✱ J = In
❡t ♣♦✉r t♦✉t 0 ≤ i < n✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✸ψ ∈ Ii t❡❧ q✉❡ Ii+1 ∈ I i
✸ψ✳
▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ ❡t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s té♠♦✐♥s ❣é♥érés ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✳
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✶ ✲ ✿ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ H s✉r Σ✱ ♦ù Σ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s
❢❡r♠é✱ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ té♠♦✐♥ HH ❣é♥éré ♣❛r H✳
✶✺✻ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞é❞✐é❡ ❛✉ ❝❛❞r❡ ❚❇
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ✭❇❧❛❝❦❜✉r♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✳
▲✬❡①❡♠♣❧❡ ✺✳✹ ♠♦♥tr❡ ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s Γ1 = {✷(p ∧ q), ✸¬q} ❡t
Γ2 = {✷✷p,✸¬p,✸(p ∧ q)} ❛✈❡❝ ❧❡sq✉❡❧s ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ H1
❡t H2 ❝♦♥t❡♥❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Γ1 ❡t Γ2✳ ▼ê♠❡ s✐ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ ❝♦♥t❡♥❛♥t Γ2✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ♥♦♥ s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❞❛♥s ❑ ❡t ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝
❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ té♠♦✐♥✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s Γ2 ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❞❛♥s ❑ ❡t ♥♦✉s
❝♦♥str✉✐s♦♥s ❛❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ té♠♦✐♥ ❣é♥éré ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ H2 ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s
❞❡ Γ2✳
❈❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ té♠♦✐♥ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ♠♦♥❞❡
♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ ❡♥ ♠ê♠❡
t❡♠♣s q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ té♠♦✐♥
♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❡t ✉♥ ♠♦♥❞❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ ❞❡ ❞é♣❛rt H ❡st s❛t✐s❢❛✐t✳
❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✹ ✿ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s Γ1 = {✷(p ∧ q),
✸¬q}✳ ▲❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Γ1 ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Cl(Γ1) = {✷(p ∧ q),¬✷(p ∧ q),
✸¬q, ¬✸¬q, p ∧ q, ¬(p ∧ q), p, q, ¬p, ¬q}✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛
H1 = {✷(p ∧ q),✸¬q, p ∧ q, p, q}✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ H1 ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐s❛❜❧❡
❞❛♥s ❑✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣✉✐sq✉❡ Dem(H1,✸¬q) = {¬q} ∪ {p ∧ q} ❡t Cl(Dem(H1,✸¬q)) = {p ∧ q,
p, q}✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ I ∈ (H1)✸¬q ❝♦♥t❡♥❛♥t Dem(H1,✸¬q) ♣✉✐sq✉✬✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ ♥❡ ♣❡✉t ❝♦♥t❡♥✐r à ❧❛ ❢♦✐s q ❡t ¬q✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ Γ1✱
✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ té♠♦✐♥ ❣é♥éré ♣❛r H1 s✉r ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ Cl(Γ1) ❡t
❝♦♥t❡♥❛♥t Γ1✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s Γ2 = {✷✷p,✸¬p,✸(p ∧ q)}✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s Cl(Γ2) = {✷✷p,¬✷✷p,✷p,¬✷p,✸¬p,¬✸¬p,¬p, p,✸(p∧q),¬✸(p∧q), p∧q,¬(p∧q), q,¬q}✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ H2 = {✷✷p,✸¬p,✸(p∧ q),¬✷¬p, p∧ q, p, q} ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ s✉r Cl(Γ2)
❝♦♥t❡♥❛♥t Γ2✳ H2 ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❞❛♥s ❑✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ té♠♦✐♥
HH2 = {H2, I,K, J} ❣é♥éré ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ H2 s✉r Cl(Γ2) ❡t ❝♦♥t❡♥❛♥t Γ2✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s I = {¬p,✷p} ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ ❞❛♥s I ∈ (H2)✸¬p s✉r Cl(Dem(H2,✸¬p)) ❡t ❝♦♥t❡✲
♥❛♥t ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ Dem(H2,✸¬p) = {¬p}∪{✷p}✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ J = {✷p, p∧ q, p, q} ❡st ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ J ∈ (H2)✸(p∧q) s✉r Cl(Dem(H2,✸(p∧q))) ❝♦♥t❡♥❛♥t Dem(H2,✸(p∧q)) =
{p ∧ q} ∪ {✷p}✳ ❊♥✜♥✱ ♣✉✐sq✉❡ ∼ ✷ ∼ p ≡ ✸p✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ K = {✷p, p} ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥✲
t✐❦❦❛ K ∈ (H2)✸p s✉r Cl(Dem(H2,✸p)) ❝♦♥t❡♥❛♥t Dem(H2,✸p) = {p} ∪ {✷p}✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶
r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t Γ2 ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❑✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ✉♥
❛✉tr❡ s②stè♠❡ ❝♦♠♠❡ KD45✱ Γ2 ♥❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ✷✷p ❡t ✸¬p✳ ▲✬✐♥❝♦♥✲
s✐st❛♥❝❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❛❧♦rs ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ⊢KD45 ✷✷p⇒ ✷p✳ ◆♦✉s ❛✉r✐♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s à s❛t✐s❢❛✐r❡ ¬p
❡t p à ❧❛ ❢♦✐s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳
❙✐ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❑✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❡
❝❛s ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞✬❛✉tr❡s s②stè♠❡s ❝♦♠♠❡ ❑❉ ♦✉ ❙✺✳ P♦✉r ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❧✐é❡s à ❝❡s ❝❛❞r❡s ❧♦❣✐q✉❡s✱ ✐❧ ❡st ❛❧♦rs ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
té♠♦✐♥s r❡✢ét❛♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ❝❛❞r❡✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❝❡❧❛
▼ét❤♦❞❡s ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❡t ❛r❜r❡s ❧❛❜❡❧❧✐sés ✶✺✼
✷ ✷p
✸¬p
¬✷¬p
✸(p ∧ q)
p ∧ q
p
q
H2
✷p
¬p
I
✷p
p
K
✷p
p ∧ q
p
q
J
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✕ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① s✉r H2
❡♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ té♠♦✐♥s ❞é❞✐é❡ ❛✉ ❝❛❞r❡ ❚❇✳
✺✳✶✳✸ ▲❡s ❛r❜r❡s ❧❛❜❡❧❧✐sés
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❧❛❜❡❧❧✐sés✱ ♣❡r♠❡t✲
t❛♥t ❞❡ ❞é❝✐❞❡r ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ♠♦❞❛❧✳ ❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ♥♦✉s
❞♦♥♥♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥tr❡✲♠♦❞è❧❡ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡✳
P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❧❛❜❡❧❧✐sés✱ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé ♣❡✉t s❡ ré❢ér❡r à
✭❋✐tt✐♥❣✱ ✶✾✽✸✮ ❡t ✭●✐r❧❡✱ ✷✵✶✹✮✳
▼ét❤♦❞❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ♣♦✉r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❧❛❜❡❧❧✐sés r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡✳ ❉❛♥s ✉♥ t❡❧ ❛r❜r❡✱ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡
❧✬❛r❜r❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❧❡ttr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t s♦♥ ❝♦♥tr❛✐r❡✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❜r❛♥❝❤❡✱
✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❢❡r♠é❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r t❡st❡r s✐ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ φ ❡st ✈❛❧✐❞❡✱ ✐❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡
t♦✉t❡s ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ s♦♥t ❢❡r♠é❡s ♣♦✉r ❧✬❛r❜r❡ ❣é♥éré ♣❛r s❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ¬φ✳ P♦✉r ❝❡
❢❛✐r❡✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛❧♦rs ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ rè❣❧❡s s②♥t❛①✐q✉❡s ✭✈♦✐r t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✷ ❡t ✺✳✸✮
♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ✿ ❧❡s rè❣❧❡s α ❡t ❧❡s rè❣❧❡s β✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ α(φ, ψ) s♦♥t
❛tt❛❝❤é❡s ❛✉ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ❧♦❣✐q✉❡ ∧ ❡t ❝♦♥s✐st❡♥t à ❛❥♦✉t❡r s✉r ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s q✉✐
❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥✳
▲❡s rè❣❧❡s β(φ, ψ) s♦♥t q✉❛♥t à ❡❧❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥✳ ❊❧❧❡s s❡r✈❡♥t
à ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡✉① ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥✳
▲✬❡①❡♠♣❧❡ ✺✳✺ ✐❧❧✉str❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s rè❣❧❡s ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ❛✜♥ ❞❡ ♠❡ttr❡
❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ q✉✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❤❡♠✐♥ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡
✶✺✽ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞é❞✐é❡ ❛✉ ❝❛❞r❡ ❚❇
α(φ, ψ) ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥
✶
φ ∧ ψ
φ
ψ
❆❥♦✉t❡r s✉r ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ φ ∧ ψ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s φ ♣✉✐s ψ✳
✷
¬(φ ∨ ψ)
¬φ
¬ψ
❆❥♦✉t❡r s✉r ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ¬(φ ∨ ψ) ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ¬φ ♣✉✐s ¬ψ✳
✸
¬(φ⇒ ψ)
φ
¬ψ
❆❥♦✉t❡r s✉r ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ¬(φ⇒ ψ) ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s φ ♣✉✐s ¬ψ✳
✹
¬¬φ
φ
❆❥♦✉t❡r s✉r ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ¬¬φ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ φ✳
❚❛❜❧❡❛✉ ✺✳✷ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s rè❣❧❡s α(φ, ψ)
β(φ, ψ) ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥
✶
φ ∨ ψ
φ ψ
❈♦♥str✉✐r❡ ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s ♣❛rt❛♥t ❞❡ φ ∨ ψ ✿
❧✬✉♥❡ ❛✈❡❝ φ✱ ❧✬❛✉tr❡ ❛✈❡❝ ψ
✷
φ⇒ ψ
¬φ ψ
❈♦♥str✉✐r❡ ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s ♣❛rt❛♥t ❞❡ φ ⇒ ψ ✿
❧✬✉♥❡ ❛✈❡❝ ¬φ✱ ❧✬❛✉tr❡ ❛✈❡❝ ψ✳
✸
¬(φ ∧ ψ)
¬φ ¬ψ
❈♦♥str✉✐r❡ ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s ♣❛rt❛♥t ❞❡ ¬(φ∧ψ) ✿
❧✬✉♥❡ ❛✈❡❝ ¬φ✱ ❧✬❛✉tr❡ ❛✈❡❝ ¬ψ✳
❚❛❜❧❡❛✉ ✺✳✸ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s rè❣❧❡s β(φ, ψ)
❜r❛♥❝❤❡ ❢❡r♠é❡ ❞❛♥s ✉♥ t❡❧ ❛r❜r❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ ✭❝❢✳ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✹✮✳
❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✺ ✿
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ (a∨¬b)∧b ❛✈❡❝ a✱ b ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ P❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❞❡s rè❣❧❡s ♣rés❡♥té❡s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✸✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s
q✉❡ ❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❢❡r♠é❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡✱ ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❛✉ ♠♦✐♥s
✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t s♦♥ ❝♦♥tr❛✐r❡ ✭❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ b✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ (a ∨
¬b) ∧ b ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t ♠♦❞è❧❡ t❡❧ q✉❡ V (a) = ⊥✱ M 6|= φ✳ ▲❛ ❜r❛♥❝❤❡
{(a ∨ ¬b) ∧ b, (a ∨ ¬b), b, a} ❞♦♥♥é❡ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ s✉r ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ Σ =
{(a ∨ ¬b) ∧ b,¬((a ∨ ¬b) ∧ b), (a ∨ ¬b),¬(a ∨ ¬b), b,¬b, a,¬a}
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ s②♥t❛①✐q✉❡✱ ❛✉ ♠ê♠❡ t✐tr❡
q✉❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ à ❧❛ ❍✐❧❜❡rt ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❧❡s ♣rés❡♥t❡r ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳ ❈❡
s②stè♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ s②♥t❛①✐q✉❡ ❡st ❝♦rr❡❝t ❡t ❝♦♠♣❧❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛
❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳
▼ét❤♦❞❡s ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❡t ❛r❜r❡s ❧❛❜❡❧❧✐sés ✶✺✾
(a ∨ ¬b) ∧ b
a ∨ ¬b
b
a ¬b
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❛r❜r❡ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ (a ∨ ¬b) ∧ b ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡✳
▼ét❤♦❞❡s ❞❡s ❛r❜r❡s ♣♦✉r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♠♣❧été❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ✈ér✐✜❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡
❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ♠♦❞❛❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♠♦❞❛❧❡ ❡st ✈r❛✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠♦♥❞❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧
❡❧❧❡ ❡st s✐t✉é❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té✳ ❆✐♥s✐✱ à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡
❧✬❛r❜r❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ♣ré❝✐s❡r ♣❛r r❛♣♣♦rt à q✉❡❧ ♠♦♥❞❡ ♥♦✉s ♥♦✉s s✐t✉♦♥s ❡t ❝♦♠♠❡♥t ❛❝❝é❞❡r
à ❝❡ ♠♦♥❞❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡ C = (W,R1, . . . ,Rn) ❛✈❡❝ n ∈ N∗
❡t ♥♦t♦♥s Z = {1, 2, 3, . . .} ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛❜❡❧s ❡t
X = {:Ri}i∈[|1,n|] ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧s✳
➚ ❝❤❛q✉❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té ❞❡ C ❡st ❛ss♦❝✐é❡ ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ X ✳ P♦✉r n = 1✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s
s✐♠♣❧❡♠❡♥t X = {:}✳ ❈❡s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s Z ❡t X ❝♦♠❜✐♥és✱ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ❝♦♠♠❡♥t ❛❝❝é❞❡r à ❝❡s ♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❝♦♠♠❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s
❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✺✳✻✳
❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✻ ✿ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣r❡♥♦♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡ C = ({w0, w1, w2, w3, w4}✱R1✱ R2✮
❛✈❡❝ w0 = 1, w1 = (w0 :R1 1), w2 = (w0 :R1 2), w3 = (w0 :R2 1), w4 = (w1 :R2 1)✱ ❞❡✉①
r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té R1 ❡t R2✳ ▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té R1 ❡t R2 s♦♥t ❛❧♦rs t❡❧❧❡s q✉❡
R1 = {(w0, w1), (w0, w2)} ❡t R2 = {(w0, w3), (w1, w4)}✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❧❛❜❡❧❧✐sés ✉t✐❧✐s❡
❛❧♦rs ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Z ❡t X ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s q✉✐ à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡
❛ss♦❝✐❡ s❛ ❢♦r♠✉❧❡✱ ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ✈r❛✐❡✱ ❡t ❝♦♠♠❡♥t ❛❝❝é❞❡r à ❝❡ ♠♦♥❞❡
♣♦ss✐❜❧❡✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡ C = (W,R) ❡t w ∈ W ✉♥
♠♦♥❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ P♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❑✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s ✿ ❧❡s rè❣❧❡s
❞❡ t②♣❡ ν ✭✈♦✐r t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✺✮ ❡t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❡ π ✭✈♦✐r t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✹✮✱ ❛ss♦❝✐é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❛✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ✷ ❡t ✸✳ ▲❡s rè❣❧❡s π(φ) ❡①♣r✐♠❡♥t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s à ❛♣♣❧✐q✉❡r s✉r ❧✬❛r❜r❡ ❧♦rsq✉✬✉♥
♦♣ér❛t❡✉r ✸ ❛♣♣❛r❛ît✳ ❚❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s ν(φ) ❡①♣r✐♠❡♥t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s à ❡✛❡❝t✉❡r s✉r ❧✬❛r❜r❡
❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✷ ❛♣♣❛r❛ît✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝✱ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❞é❝✐❞❡r ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡
φ ❡♥ ✈ér✐✜❛♥t q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ♣❛r❝♦✉r✉s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❣é♥éré ♣❛r ❧❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ❞❡ φ s♦♥t ❢❡r♠és✱
♠❛✐s ❛✉ss✐✱ ❡♥ ❝❛s ❞✬✐♥✈❛❧✐❞✐té✱ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❝♦♥tr❡✲♠♦❞è❧❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ❞❡ φ✳
▲✬❡①❡♠♣❧❡ ✺✳✼ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❝♦♥tr❡✲♠♦❞è❧❡ ❞❛♥s
✶✻✵ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞é❞✐é❡ ❛✉ ❝❛❞r❡ ❚❇
π(φ) ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥
✶
w ✸φ
w : x φ
❆❥♦✉t❡r s✉r ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ φ✱ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♠♦♥❞❡ (w : x)
❛✈❡❝ x ∈ Z ✉♥ ❧❛❜❡❧ t❡❧ q✉❡ w : x ♥✬❡st ♣❛s ❞é❥à ✉t✐❧✐sé s✉r ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡✳
✷
w ¬✷φ
w : x ¬φ
❆❥♦✉t❡r s✉r ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ¬φ✱ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♠♦♥❞❡ (w : x)
❛✈❡❝ x ∈ Z ✉♥ ❧❛❜❡❧ t❡❧ q✉❡ w : x ♥✬❡st ♣❛s ❞é❥à ✉t✐❧✐sé s✉r ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡✳
❚❛❜❧❡❛✉ ✺✳✹ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s rè❣❧❡s π(φ)
ν(φ) ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥
✶
w ✷φ
w : x φ
P♦✉r t♦✉t ❧❛❜❡❧ x ∈ Z t❡❧ q✉❡ (w : x) ❛♣♣❛r❛ît s✉r ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡✱
❛❥♦✉t❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ φ s✉r ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡✱ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♠♦♥❞❡ (w : x)✳
✷
w ¬✸φ
w : x ¬φ
P♦✉r t♦✉t ❧❛❜❡❧ x ∈ Z t❡❧ q✉❡ (w : x) ❛♣♣❛r❛ît s✉r ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡✱
❛❥♦✉t❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ¬φ s✉r ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡✱ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♠♦♥❞❡ (w : x)✳
❚❛❜❧❡❛✉ ✺✳✺ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s rè❣❧❡s ν(φ)
❧❡ s②stè♠❡ ❑✳
❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✼ ✿ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✸ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
φ = ✷(p ∨ ✸q) ⇒ (✷p ∨ ✸q) ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❑✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡
♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡ ♣✉✐sq✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❢❡r♠é❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ M s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ¬φ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ♥♦♥ ❢❡r♠é❡ ❞❡
❝❡t ❛r❜r❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❛❧♦rs ❧❡ ♠♦❞è❧❡ M = (W,R, V ) t❡❧ q✉❡ ✿
✖ W = {1, 1 : 1, 1 : 1 : 1} ❀
✖ R{(1, 1 : 1); (1 : 1, 1 : 1 : 1)} ❀
✖ V (p) = ∅ ❡t V (q) = {1 : 1 : 1}✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s M, 1 |= ¬φ✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ à ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
φ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❑✳
❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❛✉tr❡s s②stè♠❡s ♠♦❞❛✉① ✉s✉❡❧s ❝♦♠♠❡ ❑❚✱ ❑❉✱ ❑❇ ♦✉ ❙✺✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞✬❛❥♦✉t❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s✳ ▲❛ ✜✲
❣✉r❡ ✺✳✻ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s rè❣❧❡s à ❛❥♦✉t❡r ❛✉① rè❣❧❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té
❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❛♥s ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts s②stè♠❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❑❉✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛❥♦✉t❡r✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡s
rè❣❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❑✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❉✶ ❡t ❉✷✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❙✹ q✉✐ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡s ❛①✐♦♠❡s ❑✱ ❚ ❡t
✹ ❞♦✐t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s rè❣❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❑✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❝❡❧❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❑❚✱ q✉✐ s♦♥t ❧❡s rè❣❧❡s
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❚✶ ❡t ❚✷✳ ❊♥✜♥✱ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❙✺✱ ❧❡s rè❣❧❡s à ❝♦♥s✐❞ér❡r s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❑✱
♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❡s rè❣❧❡s ❚✶✱ ❚✷✱ ✹✶✱ ✹✷✱ ✺✶ ❡t ✺✷✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❞❛♥s
❧✬♦r❞r❡ s✉✐✈❛♥t ✿
✶✳ ❧❡s rè❣❧❡s s✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❜✐♥❛✐r❡s α ❡t β ❀
✷✳ ❧❡s rè❣❧❡s s✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ✸ ❡t ¬✷✱ ✐✳❡✳ ❧❡s rè❣❧❡s π ❀
❘és♦✉❞r❡ ❚❇✲❙❆❚ ❛✈❡❝ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ ✶✻✶
1. ∼ {✷(p ∨✸q)⇒ (✷p ∨✸q)}
1. ✷(p ∨✸q)
1. ∼ (✷p ∨✸q)
1. ∼ ✷p
1. ∼ ✸q
1 : 1. ∼ p
1 : 1. p ∨✸q
1 : 1. ∼ q
1 : 1. p 1 : 1. ✸q
1 : 1 : 1. q
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❛r❜r❡ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♠♦❞❛❧❡ ❑ ✭❙❝❤♠✐t③✱ ✷✵✶✾✮
✸✳ ❧❡s rè❣❧❡s s✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ✷ ❡t ¬✸✱ ✐✳❡✳ ν✱ ❉✶✱ ❉✷✱ ❚✶✱ ❚✷✱ ✹✶✱ ✹✷✱ ❇✶✱ ❇✷✱ ✺✶ ❡t ✺✷✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣rés❡♥té ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
✈❛❧✐❞✐té ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ✉s✉❡❧s ✉♥✐♠♦❞❛✉①✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❧❛❜❡❧❧✐sés ♣❡✉t s✬ét❡♥❞r❡
❛✉① ❧♦❣✐q✉❡s ♠✉❧t✐✲♠♦❞❛❧❡s ❡t ♥♦r♠❛❧❡s✱ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❡t ❛❞❛♣t❛♥t ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❛✉ s②stè♠❡ ❝♦♥s✐❞éré✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✭❇❛❧❞♦♥✐✱ ✷✵✵✵✮ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s à ❝♦♥s✐❞ér❡r
♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲♠♦❞❛✉① ❛✈❡❝ ❞❡s ❛①✐♦♠❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥❝❡st✉❡✉① ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✮✳
✺✳✷ ❘és♦✉❞r❡ ❚❇✲❙❆❚ ❛✈❡❝ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡s té♠♦✐♥s t❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s
❡♥s❡♠❜❧❡s té♠♦✐♥s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❑✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❛❞❛♣t❡r ❛✉① ❛✉tr❡s s②s✲
tè♠❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ té♠♦✐♥ ♣♦✉r
✈ér✐✜❡r ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❛♥s ❚❇✳
✺✳✷✳✶ ❊♥s❡♠❜❧❡s té♠♦✐♥s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❞r❡ ❚❇
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❚❇✱ ♣✉✐sq✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té s♦♥t sér✐❡❧❧❡s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s
t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s té♠♦✐♥s ❛❞❛♣té❡ ♣♦✉r ❝❡s ❝❛❞r❡s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❛✉❝✉♥❡
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❡♥tr❡ ♠♦❞❛❧✐tés✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s té♠♦✐♥s ♣♦✉r ❧❡
✶✻✷ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞é❞✐é❡ ❛✉ ❝❛❞r❡ ❚❇
❙②stè♠❡ ◆♦♠ ❘è❣❧❡s ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥
❑❚ ✭❑✰❚✮
❚✶
w ✷φ
w φ
❙✉r ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ✷φ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♠♦♥❞❡ w✱
❛❥♦✉t❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ φ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♠ê♠❡ ♠♦♥❞❡ w✳
❚✷
w ¬✸φ
w ¬φ
❙✉r ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ¬✸φ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♠♦♥❞❡ w✱
❛❥♦✉t❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ¬φ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♠ê♠❡ ♠♦♥❞❡ w✳
❑❉ ✭❑✰❉✮
❉✶
w ✷φ
w ✸φ
❙✉r ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ✷φ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♠♦♥❞❡ w✱
❛❥♦✉t❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✸φ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♠ê♠❡ ♠♦♥❞❡ w✳
❉✷
w ¬✸φ
w ¬✷φ
❙✉r ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ¬✸φ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♠♦♥❞❡ w✱
❛❥♦✉t❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ¬✷φ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♠ê♠❡ ♠♦♥❞❡ w✳
❙✹ ✭❑✰❚✰✹✮
✹✶
w ✷φ
w : x ✷φ
P♦✉r t♦✉t ❧❛❜❡❧ x ∈ Z t❡❧ q✉❡ (w : x) ❛♣♣❛r❛ît s✉r ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡✱
❛❥♦✉t❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✷φ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♠♦♥❞❡ (w : x)✳
✹✷
w ¬✸φ
w : x ¬✸φ
P♦✉r t♦✉t ❧❛❜❡❧ x ∈ Z t❡❧ q✉❡ (w : x) ❛♣♣❛r❛ît s✉r ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡✱
❛❥♦✉t❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ¬✸φ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♠♦♥❞❡ (w : x)✳
❑❇ ✭❑✰❚✰❇✮
❇✶
w : x ✷φ
w φ
❙✉r ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ✷φ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♠♦♥❞❡(w : x)✱
❛❥♦✉t❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ φ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♠♦♥❞❡ w✳
❇✷
w : x ¬✸φ
w ¬φ
❙✉r ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ¬✸φ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♠♦♥❞❡ (w : x)✱
♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ¬φ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♠♦♥❞❡ w✳
❙✺ ✭❑✰❚✰✹✰✺✮
✺✶
w : x ✷φ
w ✷φ
❙✉r ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ✷φ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♠♦♥❞❡ (w : x)✱
❛❥♦✉t❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✷φ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♠♦♥❞❡ w✳
✺✷
w : x ¬✸φ
w ¬✸φ
❙✉r ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ¬✸φ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♠♦♥❞❡ (w : x)✱
❛❥♦✉t❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ¬✸φ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♠♦♥❞❡ w✳
❚❛❜❧❡❛✉ ✺✳✻ ✕ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡s rè❣❧❡s ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❑❚✱ ❑❉✱ ❙✹✱ ❑❇ ❡t ❙✺
❝❛❞r❡ ❚❇✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s té♠♦✐♥s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❑✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s
✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ s✉s❝✐té❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛❞r❡s sér✐❡❧s✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s
❡♥s❡♠❜❧❡s té♠♦✐♥s ❞❛♥s ❝❡s ❝❛❞r❡s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✼ ✲ ❉❡♠❛♥❞❡ s✉s❝✐té❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛❞r❡s sér✐❡❧s ✿ ❙♦✐t J ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❍✐♥t✐❦❦❛ s✉r Σ✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ s✉s❝✐té❡ ♣❛r ✸φ ♦✉ ✷φ ❞❛♥s J ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
Dem(J,✸φ) = {φ} ∪ {∼ θ|¬✸θ ∈ J} ❛✈❡❝ ✸φ ∈ J
Dem(J,✷φ) = {φ} ∪ {∼ θ|¬✸θ ∈ J} ❛✈❡❝ ✷φ ∈ J
❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ s✉s❝✐té❡ ♣❛r ✉♥ ✸φ ❡t ♣❛r ✉♥ ✷φ ❞❛♥s J
s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s J✸φ ❡t J✷φ t❡❧s q✉❡ ✿
J✸φ := {I ⊆ Cl(Dem(J,✸φ))|I ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ t❡❧ q✉❡ Dem(J,✸φ) ⊆ I}
J✷φ := {I ⊆ Cl(Dem(J,✷φ))|I ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ t❡❧ q✉❡ Dem(J,✷φ) ⊆ I}
❘és♦✉❞r❡ ❚❇✲❙❆❚ ❛✈❡❝ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ ✶✻✸
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✽ ✲ ❊♥s❡♠❜❧❡ té♠♦✐♥ ♣♦✉r ✉♥ ❝❛❞r❡ sér✐❡❧ ❣é♥éré ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❍✐♥t✐❦❦❛ ✿ ❙♦✐❡♥t Σ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❢❡r♠é ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❡t H ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ s✉r Σ ♦ù Σ
❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❢❡r♠é✳◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s HH ⊆ 2Σ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ té♠♦✐♥ ♣♦✉r ✉♥ ❝❛❞r❡
sér✐❡❧ ❣é♥éré ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ H ✿
✶✳ H ∈ HH ❀
✷✳ s✐ I ∈ HH ✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ✸ψ ∈ I✱ ✐❧ ❡①✐st❡ J ∈ I✸ψ t❡❧ q✉❡ J ∈ HH ❀
✸✳ s✐ I ∈ HH ✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ✷ψ ∈ I✱ ✐❧ ❡①✐st❡ J ∈ I✷ψ t❡❧ q✉❡ J ∈ HH ❀
✹✳ s✐ J ∈ HH ❡t J 6= H✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ I0✱. . .✱ In ∈ HH ❛✈❡❝ n ∈ N∗ t❡❧ q✉❡ H = I0✱ J = In
❡t ♣♦✉r t♦✉t 0 ≤ i < n✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✸ ∈ τ ❡t ✸ψ ∈ Ii t❡❧ q✉❡ I i+1 ∈ Ii
✸ψ✳
P♦✉r ♣ré❝✐s❡r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ sér✐❡❧ ❞✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s té♠♦✐♥s✱ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✽ ✐♥❝♦r♣♦r❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭✸✮ ❞❛♥s ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s té♠♦✐♥s ♣♦✉r ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡
❝❛s ♦ù✱ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ I ∈ HH ✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ✸φ ∈ I ♠❛✐s ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡
❢♦r♠✉❧❡ ✷φ ∈ I✳ ❈❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ rè❣❧❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❉ ✭|= ✷φ⇒ ✸φ✮✱
✐✳❡✳ s✐ ✷φ ∈ I ❛❧♦rs✱ ♣✉✐sq✉❡ ✸φ ❞♦✐t êtr❡ ✈ér✐✜é✱ ✐❧ ❞♦✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❡①✐st❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❍✐♥t✐❦❦❛ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ té♠♦✐♥ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ s✉s❝✐té❡ ♣❛r ✷φ s✉r I✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ✉♥
❝❛❞r❡ sér✐❡❧✱ ❧❡s ✷/¬✸ s✉s❝✐t❡♥t ❡✉①✲❛✉ss✐ ✉♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡ s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ I t❡❧s q✉✬✐❧
♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ✸φ ∈ I ♠❛✐s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✷φ ∈ I✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s r❡✈❡♥♦♥s ❛✉ ❝❛❞r❡ ❚❇ ❡t ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
♠♦❞❛❧✐tés ❞❡ t②♣❡ ✸ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ LTB ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ τ = {〈Bi〉 : i ∈ N} ∪ {〈T si,j〉 : i, j ∈ N}✳
❆✜♥ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s té♠♦✐♥s ❛✉① ❝❛❞r❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠é❧❛♥❣❡❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞❛❧✐tés
❛✈❡❝ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❝❡s ♠♦❞❛❧✐tés✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✾✱ ✉♥❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ ♥♦t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦♠♠♦♥s ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ✉♥❡ ♥♦t❛t✐♦♥
♣r❛t✐q✉❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛❥♦✉t❡r à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s sé♠❛♥t✐q✉❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ♥♦tr❡ ❝❛❞r❡ ❧♦❣✐q✉❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✾ ✲ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ ✿ ❙♦✐❡♥t J ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s✱ ✸ ∈ τ ✉♥❡
♠♦❞❛❧✐té✱ I ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ ❡t Γ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s✳
✖ ❙✐ ✸ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té sér✐❡❧❧❡ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ J ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ s✐♠♣❧❡
❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ ❣é♥éré❡ ♣❛r I s✉r ✸ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ J ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ s✉r
Cl(J) t❡❧ q✉❡ ✿
∃✸φ ∈ I ∧ ∃J ′ ⊆ J : J ′ ∈ I✸φ
✖ ❙✐ ✸ ❡st ✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té sér✐❡❧❧❡✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ J ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ sér✐❡❧❧❡ ❞❡
❍✐♥t✐❦❦❛ ❣é♥éré❡ ♣❛r I s✉r ✸ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ J ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ s✉r Cl(J)
t❡❧ q✉❡ ∃✸φ ∈ I ∧ ∃J ′ ⊆ J : J ′ ∈ I✸φ ♦✉ ∃✷φ ∈ I ∧ ∃J ′ ⊆ J : J ′ ∈ I✷φ✳
✖ J ❡st ✉♥❡ Γ✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ ❣é♥éré❡ ♣❛r I✱ ♥♦té❡ I〈Γ〉J s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ J ❡st ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ s✉r Cl(J) t❡❧ q✉❡ Γ ⊆ J ✳
❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ❝❛s✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s I✸J ♦✉ I✸ψJ ✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ψ ❡st ✜①é❡✳
▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ r❡st❡ ✐♥❝❤❛♥❣é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❚❇ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❝❛❞r❡s sér✐❡❧s
♣✉✐sq✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♠♦❞❛❧✐tés ❞❡ ❚❇ s♦♥t sér✐❡❧❧❡s✳ P♦✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ té♠♦✐♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
✶✻✹ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞é❞✐é❡ ❛✉ ❝❛❞r❡ ❚❇
❜❡s♦✐♥ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s té♠♦✐♥s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲s②stè♠❡✱ ✐✳❡✳ ❧❡s
s②stè♠❡s ❑❉✹✺ ❛ss♦❝✐és ❛✉① ♠♦❞❛❧✐tés ❞♦①❛st✐q✉❡s Bi ❡t ❧❡s s②stè♠❡s ❑❉ ❛ss♦❝✐és ❛✉① ♠♦❞❛❧✐tés
T si,j ✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❚❇ ❡st ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① s♦✉s✲s②stè♠❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❜❡s♦✐♥ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s té♠♦✐♥s✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉r
❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❝❡s s♦✉s✲s②stè♠❡s ❡t ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
té♠♦✐♥ ♣♦✉r ❝❡ ❝❛❞r❡ s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ ✐♥✐t✐❛❧ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡✳
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✵✱ ♣rés❡♥té❡ ♣❧✉s ❜❛s✱ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s té♠♦✐♥s ❛ss♦❝✐és ❛✉ ❝❛❞r❡
❑❉✹✺✱ ♥♦♠♠é ❡♥s❡♠❜❧❡ 〈Bi〉✲té♠♦✐♥ H
Bi
H ❣é♥éré ♣❛r H ❛✈❡❝ H ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛✳ ❈❡tt❡
♥♦t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s té♠♦✐♥s ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s✉r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s Bi✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s
q✉❡ ❝❡s r❡❧❛t✐♦♥s s♦♥t tr❛♥s✐t✐✈❡s✱ sér✐❡❧❧❡s ❡t ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡s✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❢♦r♠é❡
♣❛r ❝❡s str✉❝t✉r❡s ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ✿ ✉♥ ♥÷✉❞ r❛❝✐♥❡ q✉✐ ❛tt❡✐♥t t♦✉s ❧❡s
❛✉tr❡s ♥÷✉❞s ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡t ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ 〈Bi〉✲té♠♦✐♥ H
Bi
H ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ I ∈ HBiH ❡t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ Biψ ∈ I✱ ❛❧♦rs ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ψ ❞♦✐t êtr❡ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s
❡♥s❡♠❜❧❡s J ∈ HBiH ✱ J 6= H✱ ✐✳❡✳ t♦✉s ❧❡s ♥÷✉❞s q✉✐ s♦♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝❧✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✵
r❡♣r❡♥❞ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s té♠♦✐♥s ♣♦✉r ❧❡s ❝❛❞r❡s sér✐❡❧s ❡t ❛❥♦✉t❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s
❞✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té Bi✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s té♠♦✐♥s s♦♥t ❞❡s s♦✉s✲s②stè♠❡s ❞✉ ❝❛❞r❡ ❚❇✱
♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s✱ ♥♦té Γ✱ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❡①tér✐❡✉r❡s à ❝❡ s♦✉s✲s②stè♠❡ ❡t ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s s②stè♠❡s ❞✉ ❝❛❞r❡✳
❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✽ ✿ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ I ∈ HBiH : I 6= H t❡❧ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡t
❡♥s❡♠❜❧❡ I✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ Bjθ ∈ I✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❛✉tr❡
❡♥s❡♠❜❧❡ 〈Bj〉✲té♠♦✐♥ H
Bj
I à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ I✳ P✉✐sq✉❡ Bi ◦ Bj ⊆ Ti,j✱ t♦✉s
❧❡s J ∈ H
Bj
I : J 6= I ❞♦✐✈❡♥t ❝♦♥t❡♥✐r ❧❡s θ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡s T
s
i,jθ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ H
Bi
H ✳ ❆✐♥s✐✱
❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ Γ = {θ : T si,jθ ∈ K,K ∈ H
Bi
H }✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s Bj s♦♥t sér✐❡❧❧❡s✱
✐❧ ❞♦✐t ❡①✐st❡r ❞❛♥s H
Bj
I ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ I ∈ H
Bj
I q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡ Γ ❡t ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s
J ∈ H
Bj
I : J 6= I✱ Γ ⊆ J ✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✵ ✲ ❊♥s❡♠❜❧❡ 〈Bi〉✲té♠♦✐♥ ✿ ❙♦✐❡♥t Σ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❢❡r♠é ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s✱ H
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ s✉r Σ ❡t Γ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s HBiH,Γ ⊆ 2
Σ ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ 〈Bi〉✲té♠♦✐♥ ❝♦♥tr❛✐♥t ♣❛r Γ ❡t ❣é♥éré ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ H s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ✿
✶✳ H ∈ HH,Γ
✷✳ s✐ I ∈ HBiH,Γ✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t 〈Bi〉ψ ∈ I✱ ✐❧ ❡①✐st❡ J ∈ H
Bi
H,Γ t❡❧ q✉❡ I〈Bi〉ψJ
✸✳ s✐ I ∈ HBiH,Γ✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t Biψ ∈ I✱ ✐❧ ❡①✐st❡ J ∈ H
Bi
H,Γ t❡❧ q✉❡ I〈Bi〉ψJ
✹✳ s✐ I ∈ HBiH,Γ✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t Biθ ∈ I✱ ♣♦✉r t♦✉t J ∈ H
Bi
H,Γ \ {H}✱ θ ∈ J
✺✳ ♣♦✉r t♦✉t I ∈ HBiH,Γ \ {H}✱ Γ ⊆ I
✻✳ ✐❧ ❡①✐st❡ I ∈ HBiH,Γ t❡❧ q✉❡ Γ ⊆ I
✼✳ s✐ J ∈ HBiH,Γ \ {H}✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ I
0✱. . .✱ In ∈ HBiH,Γ ❛✈❡❝ n ∈ N
∗ t❡❧ q✉❡ H = I0✱ J = In✱
I0〈Γ〉I1 ♦✉ I0〈Bi〉I1 ✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ i < n✱ ✐❧ ❡①✐st❡ 〈Bi〉ψ ∈ Ii t❡❧ q✉❡ Ii〈Bi〉ψIi+1
❘és♦✉❞r❡ ❚❇✲❙❆❚ ❛✈❡❝ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ ✶✻✺
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✶ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s 〈T si,j〉✲té♠♦✐♥s ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡s s♦✉s✲s②stè♠❡s ❑❉✱
❛ss♦❝✐és ❛✉① ♠♦❞❛❧✐tés T si,j ✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s H
T si,j
H,Γ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ 〈T
s
i,j〉✲té♠♦✐♥ ❣é♥éré ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ H ❡t ❝♦♥tr❛✐♥t ♣❛r ✉♥ Γ✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ Γ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛♣t✉r❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡
tr❛♥s✐t✐✈✐té ❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ❞❡s Bi ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① Ti,j ✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s
θ ❞❡s T si,jθ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉① é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ H
Bi
H,Γ ♦✉ H
Bi
H′,Γ ♦ù H ∈ H
Bi
H′,Γ✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r
q✉❡ ❝❡ Γ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ q✉❡ s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s I ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉s❝✐tés à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞❡♠❛♥❞❡s ❞❡ ❧❛
r❛❝✐♥❡ H✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✶ ✲ ❊♥s❡♠❜❧❡ 〈T si,j〉✲té♠♦✐♥ ✿ ❙♦✐❡♥t Σ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❢❡r♠é ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s✱ H ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ s✉r Σ ❡t Γ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s✳◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s H
T si,j
H,Γ ⊆ 2
Σ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
〈T si,j〉✲té♠♦✐♥ ❝♦♥tr❛✐♥t ♣❛r Γ ❡t ❣é♥éré ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ H s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ❧❡s
♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ✿
✶✳ H ∈ H
T si,j
H,Γ
✷✳ ❙✐ I ∈ H
T si,j
H,Γ✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t 〈T
s
i,j〉ψ ∈ I✱ ✐❧ ❡①✐st❡ J ∈ H
T si,j
H,Γ t❡❧ q✉❡ I〈T
s
i,j〉ψJ
✸✳ ❙✐ I ∈ H
T si,j
H,Γ✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t T
s
i,jψ ∈ I✱ ✐❧ ❡①✐st❡ J ∈ H
T si,j
H,Γ t❡❧ q✉❡ I〈T
s
i,j〉ψJ
✹✳ P♦✉r t♦✉t I ∈ H
T si,j
H,Γ \ {H} t❡❧ q✉❡ H〈T
s
i,j〉I✱ Γ ⊆ I ❀
✺✳ ■❧ ❡①✐st❡ I ∈ H
T si,j
H,Γ t❡❧ q✉❡ Γ ⊆ I
✻✳ ❙✐ J ∈ H
T si,j
H,Γ \ {H}✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ I
0✱. . .✱ In ∈ H
T si,j
H,Γ ❛✈❡❝ n ∈ N
∗ t❡❧ q✉❡ H = I0✱ J = In✱
I0〈Γ〉I1 ♦✉ I0〈T si,j〉I
1 ✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ i < n✱ ✐❧ ❡①✐st❡ 〈T si,j〉ψ ∈ I
i t❡❧ q✉❡ Ii〈T si,j〉ψI
i+1
▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s té♠♦✐♥s ♦♥t été ❞é✜♥✐s ♣♦✉r ❧❡s s♦✉s✲s②stè♠❡s ❑❉✹✺ ♣♦✉r ❧❡s Bi
❡t ❑❉ ♣♦✉r ❧❡s T si,j ✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞és♦r♠❛✐s ❞é✜♥✐r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s té♠♦✐♥s ❣é♥érés ♣❛r
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❚❇✳ P♦✉r ❣é♥ér❡r ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ❞✐ts ❚❇✲té♠♦✐♥s✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s té♠♦✐♥s✱ ❛♣♣❡❧és ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s
té♠♦✐♥s ❣é♥érés ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ H ❡t ♥♦té GTBH ✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ G
TB
H ♣❡r♠❡t ❞❡
❝♦♥str✉✐r❡ t♦✉s ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s té♠♦✐♥s ❛ss♦❝✐és ❛✉① s♦✉s✲s②stè♠❡s Bi ❡t T si,j ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ❝❛❞r❡✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❚❇✲té♠♦✐♥ ❡st ❛❧♦rs ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s té♠♦✐♥s ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❡ ❣é♥ér❛t❡✉r✳
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✷ ❞é✜♥✐t ❝❡ q✉✐ ❡st ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❚❇✲té♠♦✐♥s✳ ❊❧❧❡
❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é♣❛rt {H} ❛♣♣❡❧é str✉❝t✉r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ ❣é♥ér❛t❡✉r ❡t ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ té♠♦✐♥✳ ■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞❛❧✐té✸ ❡t ❢♦r♠✉❧❡
✸φ ∈ H✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ H✸H,Γ′ ✸✲té♠♦✐♥ ❣é♥éré à ♣❛rt✐r ❞❡ H✳ P♦✉r ❧❡s ✸ = Bi✱
❧❡s Γ′ = ∅ s♦♥t ✈✐❞❡s ❝❛r ❛✉❝✉♥ ❛✉tr❡ s♦✉s✲s②stè♠❡ ♥✬✐♥t❡r❢èr❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s 〈Bi〉✲té♠♦✐♥s✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ❞❡s Bi ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① Ti,j ✱ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s H
Bi
H,Γ′
♦♥t ✉♥❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s H
T si,j
H,Γ′ 〈T
s
i,j〉✲té♠♦✐♥s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ Γ
′ ❞❡s 〈T si,j〉✲té♠♦✐♥s ✈❛✉t
Γ = {θ : T si,jθ ∈ I, I ∈ H
Bi
H,Γ′}✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♣❛r ré❝✉rs✐✈✐té✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡
té♠♦✐♥ H✸H′,Γ′′ ✱ ✸✲té♠♦✐♥ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s sé♠❛♥t✐q✉❡s ✐♠♣♦sé❡s ♣❛r ❧❡ ❝❛❞r❡
❚❇✳
✶✻✻ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞é❞✐é❡ ❛✉ ❝❛❞r❡ ❚❇
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✷ ✲ ●é♥ér❛t❡✉r ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❚❇✲té♠♦✐♥s ❣é♥érés ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❍✐♥t✐❦❦❛ ✿ ❙♦✐❡♥t H ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ s✉r Σ✱ ♦ù Σ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❢❡r♠é✳
◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s GTBH ⊆ 2
Σ ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❚❇✲té♠♦✐♥s ❢♦♥❞é s✉r H s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐✱ t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ✿
✶✳ H∅H ∈ G
TB
H ♦ù H
∅
H = {H} ❡t ❡st ❛♣♣❡❧é❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ ❣é♥ér❛t❡✉r G
TB
H
✷✳ ❙✐ ✸ ∈ τ ∪ {∅}✱ H✸H′,Γ′ ∈ G
TB
H ✱ ❡t I ∈ H
✸
H′,Γ′ ✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ✸
′ψ ∈ I ❛✈❡❝ ✸ 6= ✸′✱ ✐❧
❡①✐st❡ Γ ⊆ Σ ❡t H✸
′
I,Γ ∈ G
TB
H t❡❧ q✉❡ I✸
′
ψJ ❡t J ∈ H
✸
′
I,Γ ♦ù H
✸
′
I,Γ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✸
′✲té♠♦✐♥
❣é♥éré ♣❛r I ❡t ❝♦♥tr❛✐♥t ♣❛r Γ✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s ❛❧♦rs H✸H′,Γ′✸
′H✸
′
I,Γ
✸✳ ❙✐ ✸ ∈ τ ∪ {∅}✱ H✸H′,Γ′ ∈ G
TB
H ✱ ❡t I ∈ H
✸
H′,Γ′ ✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ¬✸
′ψ ∈ I ❛✈❡❝ ✸ 6= ✸′✱ ✐❧
❡①✐st❡ Γ ⊆ Σ ❡t H✸
′
I,Γ ∈ G
TB
H t❡❧ q✉❡ I✸
′
∼ψJ ❡t J ∈ H
✸
′
I,Γ ♦ù H
✸
′
I,Γ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✸
′✲té♠♦✐♥
❣é♥éré ♣❛r I ❡t ❝♦♥tr❛✐♥t ♣❛r Γ✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s ❛❧♦rs H✸H′,Γ′✸
′H✸
′
I,Γ
✹✳ ❙✐ ✸ ∈ τ ∪ {∅},✸′ ∈ τ,✸ 6= ✸′✱ H✸H′,Γ′ ∈ G
TB
H ✱ I ∈ H
✸
H′,Γ′ ✱ 6 ∃✸
′ψ ∈ I ❡t 6 ∃¬✸′ψ ∈ I✱
❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ Γ ⊆ Σ ❡t H✸
′
I,Γ ∈ G
TB
H t❡❧ q✉❡ H
✸
′
I,Γ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✸
′✲té♠♦✐♥ ❣é♥éré ♣❛r I
❡t ❝♦♥tr❛✐♥t ♣❛r Γ✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s ❛❧♦rs H✸H′,Γ′✸
′H✸
′
I,Γ
✺✳ ❙✐ ✸ ∈ τ ✱ H✸H′,Γ′ ∈ G
TB
H ❡t H
✸
H′ 6= H
∅
H ✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ H
✸0
I0,Γ0
✱. . .✱ H✸nIn,Γn ∈ G
TB
H ❛✈❡❝
n ∈ N∗ t❡❧ q✉❡ H∅H = H
✸0
I0,∅
✱ H✸H′,Γ′ = H
✸n
In,Γn ❡t ♣♦✉r t♦✉t 0 ≤ i < n✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
H✸i
Ii,Γi
✸i+1H
✸i+1
Ii+1,Γi+1
✻✳ ❙✐ HBiH′,Γ′ ,H
Bj
H′′,Γ′′ ∈ G
TB
H t❡❧ q✉❡ H
Bi
H′,Γ′〈Bj〉H
Bj
H′′,Γ′′ ❛❧♦rs
Γ′′ =
⋃
I∈H
Bi
H′,Γ′
{θ : T si,jθ ∈ I}
⋃
I∈H
Bj
H′′,Γ′′
{θ : T sj,jθ ∈ I}
✼✳ ❙✐ HBiH′,Γ′ ,H
T si,j
H′′,Γ′′ ∈ G
TB
H t❡❧ q✉❡ H
Bi
H′,Γ′〈T
s
i,j〉H
T si,j
H′′,Γ′′ ✱ ❛❧♦rs ✿
Γ′′ =
⋃
I∈H
Bi
H′,Γ′
{θ : T si,jθ ∈ I}
✽✳ ❙✐ HBiH′,Γ′ ,H
T si,j
H′′,Γ′′ ∈ G
TB
H t❡❧ q✉❡ H
T si,j
H′′,Γ′′〈Bi〉H
Bi
H′,Γ′ ✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t J ∈ H
T si,j
H′′,Γ′′ , t❡❧ q✉❡
H ′〈T si,j〉J ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
⋃
I∈H
Bi
H′,Γ′
\{H′}
{θ : T si,jθ ∈ I} ⊆ J
❙✐ H ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ s✉r Σ ❡t GTBH ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❚❇✲té♠♦✐♥
❢♦♥❞é s✉r H✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❚❇✲té♠♦✐♥s GTBH ❢♦r♠❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡
♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❛✉ ♣❧✉s deg(Σ)✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✻✱ ✼ ❡t ✽ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
Bi ◦ Bj ⊆ Ti,j ✱ Bi ◦ Ti,j ⊆ Ti,j ❡t Ti,j ⊆ Bi ◦ Ti,j ✳ ❊♥✜♥✱ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❚❇✲té♠♦✐♥✱ ✐❧
s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s té♠♦✐♥s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✸ ✲ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❚❇✲té♠♦✐♥ ❣é♥éré ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ ✿ ❯♥
❡♥s❡♠❜❧❡ HH ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❚❇✲té♠♦✐♥ ❣é♥éré ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ H s✉r Σ✱ ✉♥
❘és♦✉❞r❡ ❚❇✲❙❆❚ ❛✈❡❝ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ ✶✻✼
❡♥s❡♠❜❧❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❢❡r♠é s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r GTBH ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❚❇✲té♠♦✐♥s
❢♦♥❞é s✉r H t❡❧ q✉❡ ✿
HH =
⋃
H✸
H′,Γ′
∈GTB
H
{I : I ∈ H✸H′,Γ′}
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞é❞✐é❡ ♣♦✉r ❚❇ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ❈❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡✳ ▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é✜♥✐r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s
❝❡ s❝❤é♠❛ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❝❡ t❤é♦rè♠❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷ ✲ ✿
❙♦✐t H ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ s✉r Σ✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❢❡r♠é✳
H ❡st ✉♥ ❚❇✲❛t♦♠❡ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❚❇✲té♠♦✐♥ ❣é♥éré ♣❛r H s✉r Σ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✭❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✮ ❙♦✐t H ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ s✉r Σ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❢❡r♠é
❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s✳
(⇒) ✭❍②♣♦t❤ès❡✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ M = (W, {Bi}i∈N , {Ti,j}i,j∈N , V ) ❡t ✉♥
♠♦♥❞❡ w ∈ W t❡❧ q✉❡ M, w |= H✳
✶✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ Mw ❞❡ M ❛✉① ♠♦♥❞❡s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s w ❡st t❡❧❧❡ q✉❡
Mw, w |= H✱ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ Mw ❡st ❛♣♣❡❧é ♠♦❞è❧❡ ❚❇✲❝♦♥♥❡①❡ ❞❡♣✉✐s w ❀
✷✳ P✉✐s ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ ✜❧tr❛t✐♦♥✱ ♥♦♠♠é❡ ❚❇✲✜❧tr❛t✐♦♥ Mfw,Σ ❞❡ Mw à tr❛✈❡rs Σ ♦ù Σ
❡st ✉♥ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❢❡r♠é ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ H ❡t ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♣rés❡r✈❡ ❜✐❡♥
t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té ❀
✸✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉✬à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡Wfw,Σ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡
✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❚❇✲té♠♦✐♥s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ H s✉r Σ ❡t ❞♦♥❝ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❚❇✲té♠♦✐♥✳
(⇐) ❙♦✐tH ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ s✉r Σ ❡t GTBH ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❚❇✲té♠♦✐♥ ❢♦♥❞é
s✉r H✳ ▲❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ à ❞é♠♦♥tr❡r✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❝❛❞r❡ (Fn)n∈N =
(Wn, {B
n
i }i∈N , {T
n
i,j}i,j∈N , fn)n∈N ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ré❝✉rs✐✈❡ q✉✐ s✉✐t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❢♦r♠é
♣❛r ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r GTBH ❡t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ❝❛❞r❡ ❚❇✳ ■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ W0 = {w0}✱
♣♦✉r t♦✉t i, j ∈ N ✱ B0i = ∅✱ T
0
i,j = ∅ ❡t f0(w0) = H✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ❝❛❞r❡ ❡st
❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ✺✳✷✳✸✳ ❊♥✜♥✱ s✐ m ∈ N r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬ét❛♣❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ Fm ❛ t❡r♠✐♥é
❞✬êtr❡ ❝♦♥str✉✐t✱ ✐✳❡✳ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❣é♥ér❛t❡✉r ❛ été ♣❛r❝♦✉r✉ ❡t t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ❝❛❞r❡
❚❇ ♦♥t été ❛♣♣❧✐q✉é❡s✱ ✐❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ M = (Fm, V ) t❡❧ q✉❡ w ∈ V (p) s✐✱
❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ p ∈ fn(w) ✈ér✐✜❡ q✉❡ M, w0 |= H✳ ❆✐♥s✐✱ H ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡✳
❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✾ ✿ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ φ = Bi〈Bj〉q ∧ T si,jq ∧ p ❡t ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❛✈❡❝ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❚❇✲té♠♦✐♥ ♣♦✉r ❞é❝✐❞❡r ❞❡ ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ φ✳
✶✻✽ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞é❞✐é❡ ❛✉ ❝❛❞r❡ ❚❇
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ ❝♦♥t❡♥❛♥t φ✳ ❈❛❧✲
❝✉❧♦♥s ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {φ}✱ ♥♦té❡ Σ = {Bi〈Bj〉q ∧ T si,jq ∧ p, ¬Bi〈Bj〉q,Bi〈Bj〉q,
¬T si,jq, T
s
i,jq,¬p, p, 〈Bj〉q,¬〈Bj〉q, q,¬q, ¬(Bi〈Bj〉q ∧ T
s
i,jq ∧ p)} ❡t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ H =
{Bi〈Bj〉q ∧ T
s
i,jq ∧ p, Bi〈Bj〉q, T
s
i,jq, p, 〈Bj〉q, q}✳
➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ H ❝♦♥t❡♥❛♥t φ✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r GTBH ❢♦♥❞é s✉r ❝❡t
❡♥s❡♠❜❧❡ H✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ HBiH ✱ H
Bj
H ❡t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ H
T si,j
H à ❝❛❧❝✉❧❡r✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s HBiH = {H, I0 = {〈Bj〉q, q}}✱ H
Bj
H = {H, J0 = {q}} ❡t H
T si,j
H = {H,K0 = {q}}✳
❉❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ HBiH ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ 〈Bj〉q ∈ I0✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
str✉❝t✉r❡ H
Bj
I0
= {I0, J01 = {q}}✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ✿
GTBH = {{H}, {H, I0}, {H, J0}, {H,K0}, {I0, J01}}
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ GTBH ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❚❇✲té♠♦✐♥s ❢♦♥❞é s✉r H✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱
HH = {H, I0, J0,K0, J01} ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❚❇✲té♠♦✐♥✳ ❆✐♥s✐ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✱ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s
❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ φ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❞❛♥s ❚❇✳
✺✳✷✳✷ ❙♦✉s ♠♦❞è❧❡s ❚❇✲❝♦♥♥❡①❡s ❡t ❚❇✲✜❧tr❛t✐♦♥
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❚❇✲❝♦♥♥❡①✐té ❡t ❞❡ ❚❇✲✜❧tr❛t✐♦♥✳
➱t❛♣❡ ✶ ✿ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❚❇✲❝♦♥♥❡①❡ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❝❡
t❤é♦rè♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❡①tr❛✐r❡ ❧❡s ♠♦♥❞❡s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s ❞❡M ❞❡♣✉✐s w✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s
❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡♣✉✐s ✉♥ ♠♦♥❞❡ r❛❝✐♥❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✹ ✲ ❚❇✲❝❤❡♠✐♥ ✿ ❙♦✐❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ M = (W, {Bi}i∈N , {Ti,j}i,j∈N , V )✱ ❞❡✉①
♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s w, v ∈ W ❡t n ∈ N∗✳ ❯♥ (n+1)−uplet✱ (w,w1, . . . , wn−1, v) ∈ Wn+1 ❡st ❛♣♣❡❧é
✉♥ ❚❇✲❝❤❡♠✐♥ ❞❡ w à v ❞❛♥s M s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ∀k ∈ [|1, n|], ∃Rk ∈ {Bi}i∈N ∪ {Ti,j}i,j∈N ✿
wk−1Rkwk, ♦ù w0 = w ❡t wn = v✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✺ ✲ ▼♦❞è❧❡ ❚❇✲❝♦♥♥❡①❡ ✿ ❙♦✐❡♥t H ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ s✉r Σ✱ ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❢❡r♠é ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ M = (W, {Bi}i∈N , {Ti,j}i,j∈N , V )✱ ❡t ✉♥ ♠♦♥❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡
w ∈ W t❡❧ q✉❡ M, w |= H✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ♠♦❞è❧❡ ❚❇✲❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ M ❞❡♣✉✐s w✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡
Mw = (Ww, {B
w
i }i∈N , {T
w
i,j}i,j∈N , Vw) t❡❧ q✉❡ ✿
✖ Ww = {w} ∪ {v ∈ W : ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❚❇✲❝❤❡♠✐♥ ❞❡ w à v ❞❛♥s Mw}
✖ ∀u, v ∈ Ww, ∀R ∈ {Bi}i∈N ∪ {Ti,j}i,j∈N , uRwv ss✐ uRv ❀
✖ ∀p ∈ A(L), Vw(p) := {v ∈ Ww : v ∈ V (p)}✳
❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶ ✿
✶✳ Mw, w |= H ❀
❘és♦✉❞r❡ ❚❇✲❙❆❚ ❛✈❡❝ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ ✶✻✾
✷✳ ∀v ∈ Ww, Mw, v |= φ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ M, v |= φ ❀
✸✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ❝❛❞r❡ ❚❇ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ❞❛♥s (Ww, {Bwi }i∈N , {T
w
i,j}i,j∈N )✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡s ♣r❡✉✈❡s s♦♥t tr✐✈✐❛❧❡s✳
➱t❛♣❡ ✷ ✿ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❚❇✲✜❧tr❛t✐♦♥ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ ✜❧tr❛t✐♦♥
q✉✐ ♣rés❡r✈❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❛❞r❡ ❚❇✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✻ ✲ ✿ ❙♦✐❡♥t Σ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❢❡r♠é ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❡t M = (W, {Bi}i∈N ,
{Ti,j}i,j∈N , V ) ✉♥ ♠♦❞è❧❡✳
∀w, v ∈ W : w!Σ v ss✐ ∀φ ∈ Σ : (M, w |= φ ss✐ M, v |= φ)
◆♦✉s é❝r✐✈♦♥s |w|Σ = {v ∈ W : w!Σ v} ❡t |w| s✬✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ ❛♠❜✐❣✉ïté✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✼ ✲ ❋✐❧tr❛t✐♦♥ ✿ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s MfΣ ✉♥❡ ✜❧tr❛t✐♦♥ ❞❡ M à tr❛✈❡rs Σ s✐✱
❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ MfΣ = (WΣ, {B
f
i }i∈N , {T
f
i,j}i,j∈N , V
f ) t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t u, v ∈ W✱ ♣♦✉r t♦✉t
R✸ ∈ {Bi}i∈N ∪ {Ti,j}i,j∈N , t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ✿
✶✳ s✐ uR✸v✱ ❛❧♦rs |u|ΣR
f
✸|v|Σ ❀
✷✳ s✐ |u|ΣR
f
✸|v|Σ ✱ ❛❧♦rs ∀✸φ ∈ Σ \ {∅},M, v |= φ =⇒M, u |= ✸φ ❀
✸✳ ∀p ∈ A(L), V f (p) := {|v| : v ∈ Ww ∧M, w |= p}✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷ ✿ ❙♦✐❡♥t Σ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❢❡r♠é ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s✱M = (W, {Bi}i∈N , {Ti,j}i,j∈N , V )
✉♥ ♠♦❞è❧❡✱ ❡t MfΣ = (WΣ, {B
f
i }i∈N , {T
f
i,j}i,j∈N , V
f ) t❡❧ q✉❡ ✿
✖ ∀u, v ∈ W : |u|ΣB
f
i |v|Σ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ∀〈Bi〉φ ∈ Σ,M, v |= φ ∨ 〈Bi〉φ ∨ Biφ =⇒
M, u |= Bi〈Bi〉φ ❀
✖ ∀u, v ∈ W : |u|ΣT
f
i,j |v|Σ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ∀〈T
s
i,j〉φ ∈ Σ,M, v |= φ =⇒M, u |= 〈T
s
i,j〉φ ❀
✖ ∀p ∈ A(L), V f (p) := {|v| : v ∈ Ww ∧M, w |= p}✳
MfΣ ❡st ✉♥❡ ✜❧tr❛t✐♦♥ ❞❡ M à tr❛✈❡rs Σ q✉✐ ♣rés❡r✈❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ❝❛❞r❡ ❚❇✳ ◆♦✉s
❛♣♣❡❧♦♥s MfΣ ✉♥❡ ❚❇✲✜❧tr❛t✐♦♥ ❞❡ M à tr❛✈❡rs Σ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t Σ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❢❡r♠é ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s✱ M = (W, {Bi}i∈N , {Ti,j}i,j∈N , V ) ✉♥
♠♦❞è❧❡✱ ❡t MfΣ = (WΣ, {B
f
i }i∈N , {T
f
i,j}i,j∈N , V
f ) ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷✳
✭✶✮ Pr♦✉✈♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t u, v ∈ W✱ s✐ uBiv✱ ❛❧♦rs |u|ΣB
f
i |v|Σ✳
✖ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ uBiv ❡t ♣r❡♥♦♥s 〈Bi〉φ ∈ Σ t❡❧ q✉❡ M, v |= φ ∨ 〈Bi〉φ ∨Biφ ❀
✖ ❈♦♠♠❡ uBiv✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s M, u |= 〈Bi〉(φ ∨ 〈Bi〉φ ∨Biφ) ❀
✖ ❉♦♥❝ M, u |= 〈Bi〉φ ∨ 〈Bi〉〈Bi〉φ ∨ 〈Bi〉Biφ ❀
✶✼✵ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞é❞✐é❡ ❛✉ ❝❛❞r❡ ❚❇
✖ ❈❡♣❡♥❞❛♥t |= 〈Bi〉〈Bi〉φ⇒ 〈Bi〉φ ❡t |= 〈Bi〉Biφ⇒ 〈Bi〉φ ❀
✖ ❆✐♥s✐ M, u |= 〈Bi〉φ ❡t |= 〈Bi〉φ⇒ Bi〈Bi〉φ ❀
✖ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t M, u |= Bi〈Bi〉φ ❀
✖ ❉♦♥❝ |u|ΣB
f
i |v|Σ✳
✭✷✮ Pr♦✉✈♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t u, v ∈ W ✱ s✐ |u|ΣB
f
i |v|Σ✱ ❛❧♦rs ∀〈Bi〉φ ∈ Σ \ {∅},M, v |= φ =⇒
M, u |= 〈Bi〉φ ✳
✖ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ |u|ΣB
f
i |v|Σ ❡t 〈Bi〉φ ∈ Σ t❡❧ q✉❡ M, v |= φ ❀
✖ ❈♦♠♠❡ |= φ⇒ φ ∨ 〈Bi〉φ ∨Biφ✱ ❛❧♦rs M, v |= φ ∨ 〈Bi〉φ ∨Biφ ❀
✖ ❈♦♠♠❡ |u|ΣB
f
i |v|Σ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s M, u |= Bi〈Bi〉φ ❀
✖ ❈❡♣❡♥❞❛♥t |= Bi〈Bi〉φ⇒ 〈Bi〉φ ❀
✖ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t M, u |= 〈Bi〉φ✳
❈♦♥❝❡r♥❛♥t T fi,j ✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st st❛♥❞❛r❞ ❝❛r ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ ✜❧tr❛t✐♦♥ ✭❇❧❛❝❦❜✉r♥
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✳ ◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ MfΣ ❡st ✉♥❡ ✜❧tr❛t✐♦♥ ❞❡ M à tr❛✈❡rs Σ✳
✭✸✮ Pr♦✉✈♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t R✸ ∈ {Bi}i∈N ∪ {Ti,j}i,j∈N ,R
f
✸ ❡st sér✐❡❧❧❡ ✭✐✳❡ ∀u ∈ W , ∃v ∈
W, wR✸v✮✳ ▲❛ sér✐❛❧✐té ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡ ♣✉✐sq✉❡ R
f
✸ ❡st ✉♥❡ ✜❧tr❛t✐♦♥ ❡t ❞♦♥❝ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✐✮
❞❡ ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s q✉❡ Rf✸ ❡st ❛✉ss✐ sér✐❡❧❧❡✳
✭✹✮ Pr♦✉✈♦♥s q✉❡ Bfi ❡st tr❛♥s✐t✐✈❡✳
✖ P♦✉r t♦✉t u, v, w ∈ W✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ |w|ΣB
f
i |u|Σ✱ ❡t |u|ΣB
f
i |v|Σ✱ ❡tM, v |= φ∨〈Bi〉φ∨Biφ
❛✈❡❝ 〈Bi〉φ ∈ Σ \ {∅} ❀
✖ ❆✐♥s✐ M, u |= 〈Bi〉Biφ ❀
✖ ❈♦♠♠❡ |= 〈Bi〉Biφ⇒ 〈Bi〉φ ❡t |= 〈Bi〉φ⇒ (φ ∨ 〈Bi〉φ ∨Biφ) ❀
✖ ❉♦♥❝ M, w |= Bi〈Bi〉φ ❀
✖ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t |w|ΣB
f
i |v|Σ✳
✭✺✮ Pr♦✉✈♦♥s q✉❡ Bfi ❡st ❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✳
✖ P♦✉r t♦✉t u, v, w ∈ W✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ |w|ΣB
f
i |u|Σ✱ ❡t |w|ΣB
f
i |v|Σ✱ ❡tM, v |= φ∨〈Bi〉φ∨Biφ
❛✈❡❝ 〈Bi〉φ ∈ Σ ❀
✖ ❆✐♥s✐ M, w |= Bi〈Bi〉φ✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✜❧tr❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿
✖ s✐ |w|ΣB
f
i |u|Σ✱ ❛❧♦rs ∀〈Bi〉φ ∈ Σ :M, u |= φ =⇒M, w |= 〈Bi〉φ ❀
✖ ❆✐♥s✐✱ ♣❛r ❝♦♥tr❛♣♦s✐t✐♦♥✱ ∀〈Bi〉φ ∈ Σ :M, w 6|= 〈Bi〉φ =⇒M, u 6|= φ ❀
✖ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ∀〈Bi〉φ ∈ Σ :M, w |= ¬〈Bi〉φ =⇒M, u |= ¬φ ❀
✖ ❆❧♦rs ∀〈Bi〉φ ∈ Σ✱ ♣❛r s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ψ = ¬φ✱ M, w |= Biψ =⇒M, u |= ψ✳
❙✐ ♥♦✉s s✉❜st✐t✉♦♥s ψ = 〈Bi〉φ ❛❧♦rs ✿
✖ ❈♦♠♠❡ M, w |= Bi〈Bi〉φ ❡t |w|ΣB
f
i |u|Σ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿ M, u |= 〈Bi〉φ ❀
❘és♦✉❞r❡ ❚❇✲❙❆❚ ❛✈❡❝ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ ✶✼✶
✖ ❉❡ ♣❧✉s✱ |= 〈Bi〉φ⇒ Bi〈Bi〉φ ✳ ❉♦♥❝ M, u |= Bi〈Bi〉φ ❀
✖ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t |u|ΣB
f
i |v|Σ✳
✭✻✮ Pr♦✉✈♦♥s q✉❡ ❧❡ ❧✐❡♥ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧ ❡♥tr❡ Bfi ❡t T
f
i,j ♣rés❡r✈❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐✈✐té ♣♦✉r T
f
i,j ✳
✖ P♦✉r t♦✉t u, v, w ∈ W ✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ |w|ΣB
f
i |u|Σ✱ ❡t |u|ΣT
f
i,j |v|Σ✱ ❡t M, v |= φ ❛✈❡❝
〈Bi〉〈T
s
i,j〉φ ∈ Σ \ {∅} ❀
✖ ❆✐♥s✐ M, u |= 〈T si,j〉φ✱ ❡♥ s✉❜st✐t✉❛♥t ψ = 〈T
s
i,j〉φ ❀
✖ ❉♦♥❝ M, u |= ψ ∨ 〈Bi〉ψ ∨Biψ ❀
✖ ❈♦♠♠❡ |w|ΣB
f
i |u|Σ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s M, w |= Bi〈Bi〉ψ ❀
✖ ❉❡ ♣❧✉s |= Bi〈Bi〉ψ ⇒ 〈Bi〉ψ✳ ❆✐♥s✐ M, w |= 〈Bi〉〈T si,j〉φ ❀
✖ ❊t |= 〈Bi〉〈T si,j〉φ⇒ 〈T
s
i,j〉φ ❀
✖ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ M, w |= 〈T si,j〉φ ❡t ❞♦♥❝ |w|ΣT
f
i,j |v|Σ✳
✭✼✮ Pr♦✉✈♦♥s q✉❡ ❧❡ ❧✐❡♥ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧ ❡♥tr❡ Bfi ❡t T
f
i,j ❡st ❊✉❝❧✐❞✐❡♥ ♣♦✉r T
f
i,j ✳
✖ P♦✉r t♦✉t u, v, w ∈ W✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ |w|ΣB
f
i |u|Σ✱ |w|ΣT
f
i,j |v|Σ ❡tM, v |= φ ❛✈❡❝ 〈Bi〉〈T
s
i,j〉φ ∈
Σ ❀
✖ ❆✐♥s✐✱ ♣✉✐sq✉❡ |w|ΣT
f
i,j |v|Σ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s M, w |= 〈T
s
i,j〉φ ❀
✖ ❉❡ ♣❧✉s✱ |= 〈T si,j〉φ⇒ Bi〈T
s
i,j〉φ ❀
✖ ❉♦♥❝ M, w |= Biψ ❡♥ s✉❜st✐t✉❛♥t ψ = 〈T si,j〉φ ❀
✖ ❆✐♥s✐ ♣✉✐sq✉❡ |w|ΣB
f
i |u|Σ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s M, u |= ψ✱ ✐✳❡✳ M, u |= 〈T
s
i,j〉φ ❀
✖ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t |u|ΣT
f
i,j |v|Σ✳
✭✽✮ Pr♦✉✈♦♥s q✉❡ ❧❡ ❧✐❡♥ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧ ❡♥tr❡ Bfi ❡t B
f
j ❡st tr❛♥s✐t✐❢ ♣❛r r❛♣♣♦rt à Ti,j ✳
✖ P♦✉r t♦✉t u, v, w ∈ W✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ |w|ΣB
f
i |u|Σ✱ |u|ΣB
f
j |v|Σ ❡tM, v |= φ ❛✈❡❝ 〈Bi〉〈Bj〉φ ∈
Σ ❡t 〈T si,j〉φ ∈ Σ ❀
✖ P✉✐sq✉❡ |= φ⇒ (φ ∨ 〈Bj〉φ ∨Bjφ)✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s M, v |= φ ∨ 〈Bj〉φ ∨Bjφ ❀
✖ P✉✐sq✉❡ |u|ΣB
f
j |v|Σ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s M, v |= Bj〈Bj〉φ ❀
✖ P✉✐sq✉❡ |= Bj〈Bj〉φ⇒ 〈Bj〉φ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s M, v |= 〈Bj〉φ
✖ ❊♥ s✉❜st✐t✉❛♥t ψ = 〈Bj〉φ✱ ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ♣❛r ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❛♥❛❧♦❣✉❡s
q✉❡ M, u |= ψ ∨ 〈Bi〉ψ ∨Biψ ❀
✖ ❊♥s✉✐t❡✱ ♣✉✐sq✉❡ |w|ΣB
f
i |u|Σ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s M, w |= Bi〈Bi〉ψ ❀
✖ ❈♦♠♠❡ |= Bi〈Bi〉ψ ⇒ 〈Bi〉ψ✱ ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s M, w |= 〈Bi〉〈Bj〉φ ❀
✖ ❈❡♣❡♥❞❛♥t |= 〈Bi〉〈Bj〉φ⇒ 〈T si,j〉φ✱ ❛✐♥s✐ M, w |= 〈T
s
i,j〉φ ❀
✖ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦✉✈é q✉❡ |w|ΣT
f
i,j |v|Σ✳
❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ M s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ H s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❢❡r♠é ❞❡
❢♦r♠✉❧❡s Σ✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❚❇✲✜❧tr❛t✐♦♥ MfΣ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ à tr❛✈❡rs Σ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t H✱ ❡t
ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✸✳
✶✼✷ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞é❞✐é❡ ❛✉ ❝❛❞r❡ ❚❇
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✸ ✲ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✜❧tr❛t✐♦♥ ✿ ❙♦✐❡♥t Σ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❢❡r♠é ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s✱ ✉♥ ♠♦✲
❞è❧❡ M = (W, {Bi}i∈N , {Ti,j}i,j∈N , V )✱ ❡t M
f
Σ = (WΣ, {B
f
i }i∈N , {T
f
i,j}i,j∈N , V
f ) ✉♥❡ ✜❧tr❛t✐♦♥
❞❡ M à tr❛✈❡rs Σ✳
∀φ ∈ Σ, ∀u ∈ W :M, u |= φ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ MfΣ, |u|Σ |= φ
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ st❛♥❞❛r❞ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ✭❇❧❛❝❦✲
❜✉r♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✳
❊♥ rés✉♠é✱ ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿
✖ ❙✐ H ❡st ✉♥ ❚❇✲❛t♦♠❡ s✉r Σ✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ M, w |= H ❡t ❞♦♥❝ Mw, w |= H ❀
✖ P❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✜❧tr❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❚❇✲✜❧tr❛t✐♦♥Mfw,Σ ❞❡Mw à tr❛✈❡rs
Σ q✉✐ ♣rés❡r✈❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ❝❛❞r❡ ❚❇ ❡t t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
∀φ ∈ Σ, ∀u ∈ Ww :Mw, u |= φ ss✐ M
f
w,Σ, |u|Σ |= φ
✖ ❆✐♥s✐✱ à ❝❡ st❛❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿ Mfw,Σ, |w|Σ |= H✳
➱t❛♣❡ ✸ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s té♠♦✐♥s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥
◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉✬à ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡WfΣ ❞❛♥s ❧❛ ❚❇✲✜❧tr❛t✐♦♥M
f
w,Σ✱
❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❚❇✲té♠♦✐♥ ❣é♥éré ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ H s✉r Σ✳
❆✐♥s✐✱ ✉♥ ❚❇✲❛t♦♠❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❚❇✲té♠♦✐♥✳
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✹ ✲ ❈♦♠♣❧ét✉❞❡ ✿ ❙✐ H ❡st ✉♥ ❚❇✲❛t♦♠❡ s✉r Σ ♦ù Σ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❢❡r♠é
❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❚❇✲té♠♦✐♥ ❣é♥éré ♣❛r H s✉r Σ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ H ❡st ✉♥ ❚❇✲❛t♦♠❡ s✉r Σ ❛✈❡❝ Σ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❢❡r♠é ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s✳
■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ M = (W, {Bi}i∈N , {Ti,j}i,j∈N , V ) ❡t w ∈ W t❡❧ q✉❡ M, w |= H✳ ❙✐ Mw ❡st
✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❚❇✲❝♦♥♥❡①❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ w✱ ❛❧♦rs Mfw,Σ = (Ww,Σ, {B
f
i }i∈N , {T
f
i,j}i,j∈N , V
f ) ❡st ✉♥❡
❚❇✲✜❧tr❛t✐♦♥ ❞❡ Mw à tr❛✈❡rs Σ✳
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g : Ww,Σ → 2Σ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
g : Ww,Σ → 2
Σ
|u|Σ 7→ {φ ∈ Σ :M
f
w,Σ, |u|Σ |= φ}
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✜❧tr❛t✐♦♥ q✉❡ H = g(|w|Σ) ✭❝❢✳ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✸✮✳
❘és♦✉❞r❡ ❚❇✲❙❆❚ ❛✈❡❝ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ ✶✼✸
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s ✸ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ GTBH t❡❧ q✉❡ ✿
GTBH = {{H}}
⋃
|v|Σ∈WΣ
R∈{Bfi ,T
f
i,j}i,j∈N
{{g(|u|Σ) : |u|Σ ∈ WΣ, |v|Σ(R)
∗|u|Σ ♦✉ |v|Σ(R−1)∗|u|Σ}}
▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ GTBH ❡st ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❚❇✲té♠♦✐♥s à ♣❛rt✐r ❞❡ H s✉r Σ ❡t
❞♦♥❝ q✉❡ HH = {g(|u|Σ) : |u|Σ ∈ WΣ} ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❚❇✲té♠♦✐♥ ❣é♥éré ♣❛r H s✉r Σ✳
P♦✉r t♦✉t |v|Σ ∈ Ww,Σ ❡t ♣♦✉r t♦✉t R ∈ {B
f
i , T
f
i,j}i,j∈N ✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ✿
CR|v|Σ = {|u|Σ ∈ WΣ : |v|Σ(R)
∗|u|Σ ♦✉ |v|Σ(R−1)∗|u|Σ}
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝♦♠♠❡ |v|Σ ∈ CR|v|Σ ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s C
R
|v|Σ
6= ∅ ❡t ❞♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t |v|′Σ ∈ Ww,Σ
❡t R′ ∈ {Bfi , T
f
i,j}i,j∈N ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ C
R′
|v|′Σ
✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣✉✐sq✉❡ Mfw,Σ ❡st ❚❇✲
❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✐✮ ❞❡ ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r t♦✉t |u|Σ ∈ CR|v|Σ ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❚❇✲❝❤❡♠✐♥ ❞❡
|w|Σ à |u|Σ ❞❛♥s M
f
w,Σ✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s P({|w|Σ}, C
R
|v|Σ
) = (C0, . . . , Cn) ❧❡ (n + 1) − uplet
t❡❧ q✉❡ ∀k ∈ [|1, n|], ∃|x|Σ, |y|Σ ∈ Ww,Σ, ∃R′,R′′ ∈ {B
f
i , T
f
i,j}i,j∈N , Ck−1 = C
R′
|x|Σ
✱ Ck = CR
′′
|y|Σ
❡t
∃|x′|Σ ∈ Ck−1, |y
′|Σ ∈ Ck t❡❧ q✉❡ |x′|ΣR′′|y′|Σ ♦ù C0 = {|w|Σ} ❡t Cn = CR|v|Σ ✱ ♣❛r ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts
q✉✐ ♣ré❝è❞❡♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t P({|w|Σ}, CR|v|Σ)✱ ✐✳❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ {|w|Σ} à C
R
|v|Σ
✳
◆♦✉s ♣♦s♦♥sH✸
H′,|v|Σ
:= {g(|u|Σ) : u ∈ C
R✸
|v|Σ
} ❛✈❡❝R✸ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à✸ ❡tH ′ = g(|h|Σ)✱
♦ù |h|Σ ∈ C
R✸
|v|Σ
❡st t❡❧ q✉❡ ✿ ∀|x|Σ ∈ C
R✸
|v|Σ
: |h|ΣR
∗
✸|x|Σ✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s Q({H},HR✸
H′,|v|Σ
) = (H0, . . . ,Hn) ❧❡ (n+1)−uplet✱ n ∈ N∗✱ t❡❧ q✉❡
H0 = {{H}}✱ Hn = H
R✸
H′,|v|Σ
❡t ∀k ∈ [|1, n|], ∃K ∈ Hk−1, ∃Γ ⊆ Σ : Hk−1 ⋄′ H✸
′
K,Γ✱ Hk = H
✸
′
K,Γ ❡t
H✸
′
K,Γ ❡st ✉♥ ⋄
′✲té♠♦✐♥ ❣é♥éré ♣❛r K ❡t ❝♦♥tr❛✐♥t ♣❛r Γ✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛r ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t CR✸|v|Σ 6= ∅✱ H
R✸
H′,|v|Σ
∈ GTBH ♦ù ✐❧
❡①✐st❡ H ′ = g(|h|Σ) t❡❧ q✉❡ |h|Σ ∈ C
R✸
|v|Σ
, ∀|x|Σ ∈ C
R✸
|v|Σ
, |h|ΣR
∗
✸|x|Σ✳
P✉✐sq✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ Mfw,Σ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ 2
|Σ| ♠♦♥❞❡s ✭♣r❡✉✈❡ tr✐✈✐❛❧❡ ❝❢✳ ✭❇❧❛❝❦❜✉r♥
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✮✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ GTBH ❡st ✜♥✐✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s
❝❤❡♠✐♥s Q({H},HR✸
H′,|v|Σ
)✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ✿ ∀HR✸
H′,|v|Σ
∈ GTBH , ∃Q({H},H
R✸
H′,|v|Σ
) 6= ∅✳
■❧ ❡st ❛❧♦rs ✐♠♠é❞✐❛t q✉❡ GTBH ❡st ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❚❇✲té♠♦✐♥ ❣é♥éré à ♣❛rt✐r ❞❡ H
❡t ❞♦♥❝ HH = {g(|u|Σ) : |u|Σ ∈ WΣ} ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❚❇✲té♠♦✐♥ ❣é♥éré ♣❛r H s✉r Σ✳
✺✳✷✳✸ ❘é❝✐♣r♦q✉❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡
Pr♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ q✉✐ ❡st ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳ ❙✬✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ té♠♦✐♥ ❣é♥éré à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛✱ ❛❧♦rs ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❍✐♥t✐❦❦❛ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥str✉✐r❡
✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❡♥ ♣❛r❝♦✉r❛♥t ❧✬❛r❜r❡ ❢♦r♠é ♣❛r ❣é♥ér❛t❡✉r ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s té♠♦✐♥s ❡t
✸✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ R✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ✐♥✈❡rs❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à R−1 = {(x, y) :
(y, x) ∈ R} ❡t ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ ré✢❡①✐✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à R∗ = {(x, z) : ∃n ∈ N∗, y0, . . . , yn tq y0 = x, yn =
z, (y0, y1) ∈ R, . . . , (yn−1, yn) ∈ R ♦✉ x = z}✳
✶✼✹ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞é❞✐é❡ ❛✉ ❝❛❞r❡ ❚❇
❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ❝❛❞r❡ ❚❇ s✉r ❝❡ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉ s❛t✐s❢❛✐t ❝❡t
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛✳
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✺ ✲ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ✿ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ HH ❚❇✲té♠♦✐♥ ❣é♥éré ♣❛r H s✉r Σ
♦ù Σ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❢❡r♠é ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❡t H ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ s✉r Σ✱ ❛❧♦rs H ❡st ✉♥
❚❇✲❛t♦♠❡ s✉r Σ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t Σ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❢❡r♠é ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s✱ H ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ s✉r Σ ❡t ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡HH ❚❇✲té♠♦✐♥ ❣é♥éré ♣❛rH s✉r Σ✳ ❉♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❚❇✲té♠♦✐♥
GTBH ❣é♥éré ♣❛r H✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❡t ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ W = {w0, w1, w2, . . .} ∪ {w⊤}
❡t ♣♦s♦♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ F = (Fn)n∈N = (Wn, {Bni }i∈N , {T
n
i,j}i,j∈N , fn)n∈N ♦ù W0 = {w0}✱ ♣♦✉r t♦✉t
i, j ∈ N ✱ B0i = ∅✱ T
0
i,j = ∅ ❡t f0(w0) = H✳
❙♦✐t n ∈ N✱ F ❡st ❝♦♥str✉✐t t❡❧ q✉❡ ✿
✶✳ s✬✐❧ ❡①✐st❡ w ∈ Wn ❡t 〈Bj〉φ ∈ fn(w) ♦✉ Bjφ ∈ fn(w)✱ fn(w) ∈ H
Bj
H′,Γ ❛✈❡❝ H
Bj
H′,Γ ∈ G
TB
H ✱
H ′ = fn(r
′), r′ ∈ Wn ❡t ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s w′ ∈ Wn t❡❧ q✉❡ wBnj w
′✱ fn(w′) ∈ H
Bj
H′,Γ✱ ❡t
φ ∈ fn(w
′)✱ ❛❧♦rs ✿
✖ Wn+1 =Wn ∪ {wn+1} ❀
✖ Bn+1j = B
n
j ∪ {(r
′, wn+1)} ∪ {(wn+1, wn+1}
⋃
v′∈Wn:
r′Bnj v
′
{(v′, wn+1), (wn+1, v
′)} ❀
✖ T n+1j,j = T
n
j,j ∪ {(r
′, wn+1)} ∪ {(wn+1, wn+1}
⋃
v′∈Wn:
r′Bnj v
′
{(v′, wn+1), (wn+1, v
′)} ❀
✖ s✬✐❧ ❡①✐st❡ i 6= j ❡t HBiH′′,Γ′ ∈ G
TB
H , ❛✈❡❝ H
′′ = fn(r
′′), r′′ ∈ Wn t❡❧ q✉❡
HBiH′′,Γ′〈Bj〉H
Bj
H′,Γ ❛❧♦rs ✿
T n+1i,j = T
n
i,j ∪ {(r
′′, wn+1)}
⋃
v′′∈Wn:
r′′Bni v
′′
{(v′′, wn+1)}
∀k ∈ N \ i, ∀l ∈ N , T n+1k,l = T
n
k,l
s✐♥♦♥ ∀k, l ∈ N , T n+1k,l = T
n
k,l ❀
✖ ∀k ∈ N \ j,Bn+1k = B
n
k ❀
✖ fn+1 = fn ∪ {(wn+1, I)} ♦ù I ∈ H
Bj
H′,Γ ❡st t❡❧ q✉❡ fn(w)〈Bj〉φI✳
✷✳ s✐♥♦♥ s✬✐❧ ❡①✐st❡ w ∈ Wn ❡t 〈T si,j〉φ ∈ fn(w) ♦✉ T
s
i,jφ ∈ fn(w)✱ fn(w) ∈ H
T si,j
H′,Γ ❛✈❡❝ H
T si,j
H′,Γ ∈
GTBH ✱ H
′ = fn(r
′), r′ ∈ Wn ❡t ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s w′ ∈ Wn t❡❧ q✉❡ wT ni,jw
′✱ fn(w′) ∈ H
T si,j
H′,Γ✱
φ ∈ fn(w
′) ❛❧♦rs ✿
✖ Wn+1 =Wn ∪ {wn+1} ❀
✖ T n+1i,j = T
n
i,j ∪ {(w,wn+1)}
⋃
v′∈Wn:
wBni v
′
{(v′, wn+1)}
⋃
v′∈Wn:
v′Bni w
{(v′, wn+1)} ❀
❘és♦✉❞r❡ ❚❇✲❙❆❚ ❛✈❡❝ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ ✶✼✺
✖ ∀k ∈ N ,Bn+1k = B
n
k ❀
✖ ∀(k, l) ∈ N 2 \ (i, j), T n+1k,l = T
n
k,l ❀
✖ fn+1 = fn ∪ {(wn+1, I)} ♦ù I ∈ H
T si,j
H′,Γ t❡❧ q✉❡ fn(w)〈T
s
i,j〉φ✳
✸✳ s✬✐❧ ❡①✐st❡ w ∈ Wn ❡t ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♥✐ 〈Bj〉φ ∈ fn(w)✱ ♥✐ Bjφ ∈ fn(w)✱ fn(w) ∈ H
Bj
H′,Γ :
fn(w) = H
′ ❛✈❡❝ HBjH′,Γ ∈ G
TB
H ✱ H
′ = fn(r
′), r′ ∈ Wn ❡t ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s wΓ ∈ Wn t❡❧ q✉❡
wBnj wΓ✱ fn(wΓ) ∈ H
Bj
H′,Γ✱ Γ ⊆ fn(wΓ) ❛❧♦rs ✿
✖ Wn+1 =Wn ∪ {wn+1} ❀
✖ Bn+1j = B
n
j ∪ {(r
′, wn+1)} ∪ {(wn+1, wn+1}
⋃
v′∈Wn:
r′Bnj v
′
{(v′, wn+1), (wn+1, v
′)} ❀
✖ T n+1j,j = T
n
j,j ∪ {(r
′, wn+1)} ∪ {(wn+1, wn+1}
⋃
v′∈Wn:
r′Bnj v
′
{(v′, wn+1), (wn+1, v
′)} ❀
✖ s✬✐❧ ❡①✐st❡ i 6= j ❡t HBiH′′,Γ′ ∈ G
TB
H , ❛✈❡❝ H
′′ = fn(r
′′), r′′ ∈ Wn t❡❧ q✉❡
HBiH′′,Γ′〈Bj〉H
Bj
H′,Γ ❛❧♦rs ✿
T n+1i,j = T
n
i,j ∪ {(r
′′, wn+1)}
⋃
v′′∈Wn:
r′′Bni v
′′
{(v′′, wn+1)}
∀k ∈ N \ i, ∀l ∈ N , T n+1k,l = T
n
k,l
s✐♥♦♥ ∀k, l ∈ N , T n+1k,l = T
n
k,l ❀
✖ ∀k ∈ N \ j,Bn+1k = B
n
k ❀
✖ fn+1 = fn ∪ {(wn+1, I)} ♦ù I ∈ H
Bj
H′,Γ ❡st t❡❧ q✉❡ Γ ⊆ I✳
✹✳ s✬✐❧ ❡①✐st❡ w ∈ Wn ❡t ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♥✐ 〈T si,j〉φ ∈ fn(w)✱ ♥✐ T
s
i,jφ ∈ fn(w)✱ fn(w) ∈ H
T si,j
H′,Γ :
fn(w) = H
′ ❛✈❡❝ H
T si,j
H′,Γ ∈ G
TB
H ✱ H
′ = fn(r
′), r′ ∈ Wn ❡t ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s wΓ ∈ Wn t❡❧ q✉❡
wT ni,jwΓ✱ fn(wΓ) ∈ H
T si,j
H′,Γ✱ Γ ⊆ fn(wΓ) ❛❧♦rs ✿
✖ Wn+1 =Wn ∪ {wn+1} ❀
✖ T n+1i,j = T
n
i,j ∪ {(w,wn+1)}
⋃
v′∈Wn:
wBni v
′
{(v′, wn+1)}
⋃
v′∈Wn:
v′Bni w
{(v′, wn+1)} ❀
✖ ∀k ∈ N ,Bn+1k = B
n
k ❀
✖ ∀(k, l) ∈ N 2 \ (i, j), T n+1k,l = T
n
k,l ❀
✖ fn+1 = fn ∪ {(wn+1, I)} ♦ù I ∈ H
T si,j
H′,Γ ❡st t❡❧ q✉❡ Γ ⊆ I✳
✺✳ s✐♥♦♥ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❡ t❡r♠✐♥❡✱
✖ Wfin =Wn ∪ {w⊤} ❀
✖ ∀i ∈ N ,Bfini = B
n
i ∪ {(w⊤, w⊤)}
⋃
w∈Wn:
6∃v∈Wn,wBni v
{(w,w⊤)} ❀
✶✼✻ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞é❞✐é❡ ❛✉ ❝❛❞r❡ ❚❇
✖ ∀i, j ∈ N , T fini,j = T
n
i,j
⋃
w∈Wn:
6∃v∈Wn,wT ni,jv
({(w⊤, w⊤), (w,w⊤)}
⋃
v∈Wn:
(wBni v∨vB
n
i w)
∧6∃u∈Wn,wT ni,ju
♦✉ (vBni w)
∧6∃u∈Wn,wBnj u
{(v, w⊤)}) ❀
✖ ffin = fn✳
▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✸′ ❡♥tr❡ H✸H′,Γ✸
′H✸
′
H′′,Γ′ ❞❡ G
TB
H ❢♦r♠❡♥t ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❛✉ ♣❧✉s deg(Σ)
❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s H✸
′
H′′,Γ′ \ H
′′ < deg(H✸H′,Γ)✳ P✉✐sq✉❡ t♦✉s ❧❡s H
✸
H′,Γ ∈ G
TB
H s♦♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
✜♥✐s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❡✉① ♠ê♠❡s ✜♥✐s✱ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ F t❡r♠✐♥❡ ❛♣rès
✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞✬ét❛♣❡s✳ ❙♦✐t m ∈ N∗ ❧✬ét❛♣❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ s❡ t❡r♠✐♥❡✱ ❡t
❝♦♥s✐❞ér♦♥s C = (Wm, {Bmi }i∈N , {T
m
i,j }i,j∈N ) ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ M = (C, V ) t❡❧ q✉❡ w ∈ V (p) s✐✱ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ p ∈ fm(w)✳ ■❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡M, w0 |= H✱ ❝❡ q✉✐ ❡st tr✐✈✐❛❧ à ❞é♠♦♥tr❡r
❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ Σ ❡t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞✉ ❝❛❞r❡ Fn✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ H ❡st ✉♥ ❚❇✲❛t♦♠❡✳
✺✳✸ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚ ❞❛♥s ❚❇
▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ ❛ ♣rés❡♥té ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❚❇✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r❡♥❛♥t ❡♥
❡♥tré❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❡t ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❚❇✲té♠♦✐♥ ❛✜♥ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té
❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s✬♦r❣❛♥✐s❡ ❡♥ tr♦✐s ♣❛rt✐❡s ✿ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✶ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱
♣✉✐s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✷ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡s ❡t ❧♦❣✐❝✐❡❧s ♣♦✉r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s
❡t ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✸ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳
✺✳✸✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥ q✉❛tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✿
✶✳ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡t ♣r❡♥❞ ❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❢♦r♠✉❧❡s Γ ❞♦♥t ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ✈ér✐✜❡r s❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ H s✉r Cl(Γ) ❡t ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s Γ✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥èr❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❚❇✲té♠♦✐♥ ❡t ❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
〈Bi〉✲té♠♦✐♥s H
〈Bi〉
H ♣♦✉r t♦✉t ❛❣❡♥t i ∈ N ❀
✷✳ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ❝♦♥str✉✐t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s 〈Bi〉✲té♠♦✐♥s H
〈Bi〉
H′ ❡t ❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ♣❡r♠❡t✲
t❛♥t ❞❡ ❣é♥ér❡r ❧❡s ❛✉tr❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✸✲té♠♦✐♥s q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❣é♥érés ❞❡♣✉✐s ❧❡s é❧é♠❡♥ts
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H′ ❡♥ ❛♣♣❡❧❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✱ ♣✉✐s ❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ❛✉tr❡s
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✹✳ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹ ❝♦♥str✉✐t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s 〈T si,j〉✲té♠♦✐♥s H
〈T si,j〉
H′′ ❡t ❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ♣♦✉r
❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s té♠♦✐♥s ❣é♥érés ♣❛r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ K ∈ H
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❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚ ❞❛♥s ❚❇ ✶✼✼
❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ t❡r♠✐♥❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s ❣é♥ér❡r ❞❡ str✉❝t✉r❡s H✸H′ 6= {H
′}✳ ▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳
❙♦✐t Γ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❚❇✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❢♦r♠✉❧❡s Γ ❡t r❡♥✈♦✐❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❱r❛✐ s✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ ♣✉ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❚❇✲té♠♦✐♥ ❡t
r❡♥✈♦✐❡ ❋❛✉① ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛
❢❡r♠❡t✉r❡ Σ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Γ✱ ♣✉✐s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ H s✉r Σ✳ ❊♥ ♣r❡♠✐❡r
❧✐❡✉✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s✱ ♣♦✉r t♦✉t ❛❣❡♥t i ∈ N ✱ ❧❡s str✉❝t✉r❡s H〈Bi〉H ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡
WitnessBi()
✹✳ ❆✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡✱ ♥♦✉s ♠é♠♦r✐s♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
♠♦❞❛❧✐tés✱ T si,j ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❛❣❡♥t j ∈ N ✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡
❝❛❧❝✉❧é❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❧❡s str✉❝t✉r❡s H
〈T si,j〉
H ✱ ❡♥ ❛♣♣❡❧❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ WitnessT
s
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♣❛ss❛♥t ❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s T si,j ♠é♠♦r✐sés à ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ H
〈Bi〉
H ✳
❊♥s✉✐t❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ I ∈ H〈Bi〉H \ {H}✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❧❡s ❛✉tr❡s str✉❝t✉r❡s H
〈Bk〉
I ❛✈❡❝
k 6= i✱ ❡♥ ❛♣♣❡❧❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ WitnessBk()✳
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ❲✐t♥❡ss✭Γ✮
✶✿ ΣH ← Cl(Γ)
✷✿ s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ H s✉r ΣH ❝♦♥t❡♥❛♥t Γ ❡t t❡❧ q✉❡ ✿
✸✿ ∀i ∈ N , ❲✐t♥❡ssBi✭❍✱ ΣH ✱ ∅✱ ∅✱ ∅✱ ∅✱ ∅✱ ∅✮ ❛❧♦rs ✿
✹✿ r❡t♦✉r♥❡r ⊤
✺✿ s✐♥♦♥
✻✿ r❡t♦✉r♥❡r ⊥
✼✿ ✜♥ s✐
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ❛ ♣♦✉r rô❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s HBjH ❡♥ ❛♣♣❡❧❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡
❲✐t♥❡ssBj✭✮ ✺✱ ♣♦✉r t♦✉t ❛❣❡♥t j ∈ N ✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r❡♥❞ ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ❡♥ ❡♥tré❡ ✿
❍ ✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ s✉r ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ΣH q✉✐ ❡st ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ H
Bj
H q✉❡ ♥♦✉s
❝❤❡r❝❤♦♥s à ❝❛❧❝✉❧❡r ❀
ΣH ✿ ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ H ❀
HBiG ✿ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡ ❝❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥ tr❛✐♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❀
LBj ✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s q✉✐ ♦♥t été ❞é❥à ❝❛❧❝✉❧é❡s ❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❀
LBj ✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s r❡st❛♥t à ❝❛❧❝✉❧❡r ❀
✷
Bj
H ✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦❞❛❧✐tés Bj à ❛♣♣❧✐q✉❡r s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❀
❙ ✿ ❧❛ str✉❝t✉r❡ t❡♠♣♦r❛✐r❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s (I,✷) ❛✈❡❝ I ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❍✐♥t✐❦❦❛ ❝❛❧❝✉❧é ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✷ = {θ : Bjθ ∈ LBj ∪ {H}} ❀
H
Bj
H ✿ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ str✉❝t✉r❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❀
✹✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝❧❛rté ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❡t ♣♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✱ ♥♦✉s s♦rt♦♥s ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡
❛❣❡♥t i s✉r ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✬é❝r✐r❡ ❡st ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ♥♦t❡rWitnessB(i, . . .)✳
✺✳ ■❝✐✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ té♠♦✐♥ ❡st ❜✐❡♥ j ❡t ♥♦♥ i✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ i ❡st rés❡r✈é ♣♦✉r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ 〈Bi〉✲té♠♦✐♥ q✉✐ ♣ré❝è❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ 〈Bj〉✲té♠♦✐♥ H
Bj
H q✉❡ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥WitnessBj()✳
✶✼✽ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞é❞✐é❡ ❛✉ ❝❛❞r❡ ❚❇
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❲✐t♥❡ssBj✭✮ ❝♦♥s✐st❡ à ✈ér✐✜❡r s✐ ❧❛ str✉❝t✉r❡ S ♥✬❡st ♣❛s ✈✐❞❡✳
❙✐ t❡❧ ❡st ❧❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ✐♥✐t✐❛❧✐s♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ str✉❝t✉r❡ HBjH ✳ ◆♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
✷
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H q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦❞❛❧✐tés ✷ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛✳ ➚ ❝❡t
❡♥s❡♠❜❧❡✱ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s φ t❡❧❧❡s q✉❡ Bjφ ∈ H ❡t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ψ t❡❧❧❡s q✉❡ T sj,jψ ∈ H
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s φ t❡❧❧❡s q✉❡ T si,jφ ∈ I✱ ♦ù I ∈ H
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G ✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
❛✉① T si,j ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ H
Bi
G q✉✐ ♣ré❝è❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ H
Bj
H q✉❡ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥ tr❛✐♥
❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s φ : 〈Bj〉φ ∈ H à LBj q✉✐ ❞❡✈r♦♥t êtr❡
❝❛❧❝✉❧é❡s ❛✉① ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡s Bj s♦♥t ❞❡s ♠♦❞❛❧✐tés sér✐❡❧❧❡s✱ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❛✉ss✐
❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s φ : Bjφ ∈ H✳ P♦✉r ✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡✱ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❛❧♦rs ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ φ ❞❡
❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ LBj ❡t ❝❛❧❝✉❧♦♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ s✉s❝✐té❡
♣❛r 〈Bj〉φ ❞❛♥s H✳ ◆♦✉s ♣❛ss♦♥s ❛❧♦rs à ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✳
◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ t❡♠♣♦r❛✐r❡ S✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à
♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ✻ ❢♦r♠✉❧❡ φ ❞❡ LBj ❡st ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❡r ❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ S ✿ s♦✐t ❡♥ ❧✬✐♥té❣r❛♥t ❞❛♥s ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ HJ ❞é❥à ❡①✐st❛♥t ❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡t t❡❧ q✉❡ (HJ ,✷J) ∈ S ❡t HJ ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝
❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ φ ✭✐✳❡✳ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ H ′J ❝♦♥t❡♥❛♥t {φ}∪HJ∪✷
Bj
H
s✉r ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ {φ} ∪HJ ∪ ✷
Bj
H ✮ ❀ s♦✐t ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♥té❣r❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ φ ❞❛♥s ✉♥
é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ t❡♠♣♦r❛✐r❡ S ❝❛❧❝✉❧é❡✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ é❧é♠❡♥t ✭HJ ✱ ✷
Bj
H ✮✱
❛✈❡❝ HJ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ ❝♦♥t❡♥❛♥t {φ} ∪ ✷
Bj
H ✱ à ❧❛ str✉❝t✉r❡ S ✳ ❙✐♥♦♥ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡
♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ♣✉ ❛❥♦✉t❡r à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é❥à ❡①✐st❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ φ ❡t ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ♣✉
❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t φ✱ ♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❛❧♦rs ❋❛✉①✳
▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ HBjH ❝♦♥s✐st❡ à ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r t♦✉s ❧❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡ S ❛✈❡❝ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧✐st❡ ❞❡ ✷BjH ❝❛❧❝✉❧é❡✳ ◆♦✉s ♣r❡♥♦♥s ✉♥ é❧é♠❡♥t I = (HI ,✷I) ∈
S✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡ ♥♦✉✈❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ H ′I ❝♦♥t❡♥❛♥t HI ∪ ✷
Bj
I ✳
◆♦✉s ré♣ét♦♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s t❛♥t q✉✬✐❧ ② ❛ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ S à ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❡t✱ s✐ ❜❡s♦✐♥✱ ♥♦✉s
r❡❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧❡ φ q✉✐ ❞❡✈r❛✐t êtr❡
❛❥♦✉té❡ à ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡t ♥✬❛ ♣❛s ❡♥❝♦r❡ été ❛❥♦✉té❡ ❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t s✉✐t❡ ❛✉
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ H ′I ✳
▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s s✉✐✈❛♥t❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ét❛♣❡s ❞é❝r✐t❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡t
s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ✿
❋■◆■ ✿❂ ✓ ∃HH ❡♥s❡♠❜❧❡ ❚❇✲t❡♠♦✐♥ ❣é♥éré ♣❛r H ✔ ❡st tr❛❞✉✐t ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣❡❧
ré❝✉rs✐❢ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❲✐t♥❡ssBj✭✮✱ ♦✉ ❲✐t♥❡ssT si,j✭✮✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❲✐t♥❡ss✭✮ ❀
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ H
Bj
H tq ❋■◆■ ✿❂ ✓ ∃ φ ∈ LBj tq ✿ ∃ HE ❍✐♥t✐❦❦❛
s✉r Cl({φ} ∪ ✷BjH ) ❝♦♥t❡♥❛♥t {φ} ∪ ✷
Bj
H ❡t ❲✐t♥❡ssBj✭❍✱ ΣH ✱ H
Bi
G ✱ LBj ∪HE ✱ LBj \(LBj ∪
HE)✱ ✷
Bj
H ∪ {φ : Bjφ ∈ HE} ∪ {φ : T
s
j,jφ ∈ HE}✱ {(HE , ✷
Bj
H ✮}✱ {HE} ∪ {H}✮ ✔ ❀
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❥♦✉t❡r à ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ S ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ φ tq ❋■◆■ ✿❂ ✓ ∃ ❏ = ✭HJ ✱ ✷
Bj
J ✮ ∈
S tq ∃H ′J ❍✐♥t✐❦❦❛ s✉r Cl(HJ ∪ {φ} ∪ ✷
Bj
H ✮ ❝♦♥t❡♥❛♥tHJ ∪ {φ} ∪ ✷
Bj
H ❡t tq ❲✐t♥❡ssBj✭❍✱
ΣH ✱ H
Bi
G ✱ LBj ∪ H
′
J ✱ LBj ∪ {φ : 〈Bj〉φ ∈ H
′
J} \ (LBj ∪ H
′
J)✱ ✷
Bj
H ∪ {φ : Bjφ ∈ H
′
J} ∪
✻✳ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ♣♦✉r t♦✉t ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡✱ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r é❧é♠❡♥t
ré❝✉♣éré ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡✱ ♥♦✉s q✉✐tt♦♥s ❧❛ ❜♦✉❝❧❡✳ ❙✐ ❧❛ ❧✐st❡ ❡st ✈✐❞❡✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ♣❛ss♦♥s à ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ❝♦❞❡✳
❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚ ❞❛♥s ❚❇ ✶✼✾
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ❲✐t♥❡ssBj✭❍✱ ΣH ✱ H
Bi
G ✱ LBj ✱ LBj ✱ ✷
Bj
H ✱ ❙✱ H
Bj
H ✮ ❛✈❡❝ i, j ∈ N : i 6= j
✶✿ s✐ ❙ = ∅ ❛❧♦rs ✿
✷✿ ✷
Bj
H ← {φ : Bjφ ∈ H} ∪ {φ : T
s
j,jφ ∈ H} ∪ {φ : T
s
i,jφ ∈ I, I ∈ H
Bi
G }
✸✿ LBj ← {φ : 〈Bj〉φ ∈ H} ∪ ✷
Bj
H
✹✿ ❙ ← {∅}
✺✿ H
Bj
H ← {H}
✻✿ s✐ LBj 6= ∅ ❛❧♦rs ✿
✼✿ s✐ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ HBjH tq ❋■◆■ ❛❧♦rs ✿
✽✿ r❡t♦✉r♥❡r ⊤
✾✿ s✐♥♦♥
✶✵✿ r❡t♦✉r♥❡r ⊥
✶✶✿ ✜♥ s✐
✶✷✿ s✐♥♦♥
✶✸✿ r❡t♦✉r♥❡r ❊♥❞✲❖❢✲❲✐t♥❡ssBj✭H
Bj
H ✮
✶✹✿ ✜♥ s✐
✶✺✿ s✐♥♦♥
✶✻✿ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥ φ ∈ LBj ❢❛✐r❡ ✿
✶✼✿ s✐ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❥♦✉t❡r à ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ S ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ φ tq ❋■◆■ ❛❧♦rs ✿
✶✽✿ r❡t♦✉r♥❡r ⊤
✶✾✿ s✐♥♦♥ s✐ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ é❧é♠❡♥t ❞❡ S ❝♦♥t❡♥❛♥t φ tq ❋■◆■ ❛❧♦rs ✿
✷✵✿ r❡t♦✉r♥❡r ⊤
✷✶✿ s✐♥♦♥
✷✷✿ r❡t♦✉r♥❡r ⊥
✷✸✿ ✜♥ s✐
✷✹✿ ✜♥ ♣r❡♥❞r❡
✷✺✿ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ■ = ✭HI ✱ ✷
Bj
I ✮ ∈ S tq ✷
Bj
I 6= ✷
Bj
H ❢❛✐r❡ ✿
✷✻✿ ❙ ← S \ I
✷✼✿ s✐ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ✷BjI ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t I ∈ S à ✷
Bj
H tq ❋■◆■ ❛❧♦rs ✿
✷✽✿ r❡t♦✉r♥❡r ⊤
✷✾✿ s✐♥♦♥
✸✵✿ r❡t♦✉r♥❡r ⊥
✸✶✿ ✜♥ s✐
✸✷✿ ✜♥ ♣r❡♥❞r❡
✸✸✿ r❡t♦✉r♥❡r ❊♥❞✲❖❢✲❲✐t♥❡ssBj✭H
Bj
H ✮
✸✹✿ ✜♥ s✐
{φ : T sj,jφ ∈ H
′
J}✱ S \ J ∪ {✭H
′
J ✱ ✷
Bj
H ✮}✱ (H
Bj
H \ {HJ}) ∪ {H
′
J}✮ ✔ ❀
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ é❧é♠❡♥t ❞❡ S ❝♦♥t❡♥❛♥t φ tq ❋■◆■ ✿❂ ✓ ∃H ′J ❍✐♥✲
t✐❦❦❛ s✉r ❈❧✭{φ} ∪ ✷BjH ✮ ❝♦♥t❡♥❛♥t {φ} ∪ ✷
Bj
H ❡t tq ❲✐t♥❡ssBj✭❍✱ ΣH ✱ H
Bi
G ✱ LBj ∪ H
′
J ✱
✭LBj ∪ {φ : 〈Bj〉φ ∈ H
′
J }✮\(LBj ∪ H
′
J)✱ ✷
Bj
H ∪ {φ : Bjφ ∈ H
′
J} ∪ {φ : T
s
j,jφ ∈ H
′
J}✱ ❙ ∪
{(H ′J ✱ ✷
Bj
H ✮}✱ (H
Bj
H ∪ {H
′
J}✮ ✔ ❀
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ✷
Bj
I ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t I ∈ S à ✷
Bj
H tq ❋■◆■ ✿❂ ✓ ∃ H
′
I ❍✐♥t✐❦❦❛
s✉r Cl(HI ∪ ✷
Bj
H ✮ ❝♦♥t❡♥❛♥t HI ∪ ✷
Bj
H ❡t tq ❲✐t♥❡ssBj✭❍✱ ΣH ✱ H
Bi
G ✱ LBj ∪ H
′
I ✱ ✭LBj ∪
{φ : 〈Bj〉φ ∈ H
′
I }✮\(LBj ∪ H
′
I)✱ ✷
Bj
H ∪ {φ : Bjφ ∈ H
′
I } ∪ {φ : T
s
j,jφ ∈ H
′
I }✱ ❙ ∪ {✭H
′
I ✱
✷
Bj
H ✮}✱ (H
Bj
H \ {H
′
I}) ∪ {H
′
I}✮ ✔ ❀
❊♥✜♥✱ s✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❧✉s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ S à ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ HBjH ❛ t❡r♠✐♥é ❞✬êtr❡
❝❛❧❝✉❧é❡✳ ◆♦✉s ♣❛ss♦♥s ❛❧♦rs à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ ♣♦✉r
t♦✉s ❧❡s I ∈ HBjH \ {H}✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s str✉❝t✉r❡s H
T s
j,k
I q✉✐ s✉✐✈❡♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ H
Bj
H ✱
❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❛✉tr❡s str✉❝t✉r❡s HBkI ❛✈❡❝ k 6= j✱ q✉✐ s♦♥t s✉s❝✐té❡s ❞❛♥s ❧❡s
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ HBjH \{H}✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s sé♠❛♥t✐q✉❡s
∀w, u, v ∈ W : wBiu∧uTi,jv ⇒ wTi,jv ❡t wBiu∧wTi,jv ⇒ uTi,jv✱ ✐❧ r❡✈✐❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡
❡t ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ s❡✉❧❡ str✉❝t✉r❡ H
T s
j,k
H ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❞❡♠❛♥❞❡s s✉s❝✐té❡s ♣❛r
❧❡s 〈T si,j〉φ ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ H
Bj
H ✳
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ❊♥❞✲❖❢✲❲✐t♥❡ssBj✭H
Bj
H ✮ ❛✈❡❝ j ∈ N
✶✿ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ N ❢❛✐r❡ ✿
✷✿ s✐ WitnessT sj,k({φ : 〈T
s
j,k〉φ ∈ I, I ∈ H
Bj
H }, {φ : T
s
j,kφ ∈ I, I ∈ H
Bj
H }) ❡st ❢❛✉① ❛❧♦rs ✿
✸✿ r❡t♦✉r♥❡r ⊥
✹✿ ✜♥ s✐
✺✿ ✜♥ ♣♦✉r
✻✿ s✐ H
Bj
H \ {H} 6= ∅ ❛❧♦rs ✿
✼✿ ♣♦✉r t♦✉t HI ∈ H
Bj
H \ {H} ❢❛✐r❡ ✿
✽✿ s✐ ∃k ∈ N , k 6= j tq ❲✐t♥❡ssBk✭HI ✱ Cl(HI)✱ H
Bj
H ✱ ∅✱ ∅✱ ∅✱ ∅✱ ∅✮ ❡st ❢❛✉① ❛❧♦rs ✿
✾✿ r❡t♦✉r♥❡r ⊥
✶✵✿ ✜♥ s✐
✶✶✿ ✜♥ ♣♦✉r
✶✷✿ ✜♥ s✐
✶✸✿ r❡t♦✉r♥❡r ⊤
P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s str✉❝t✉r❡s H
T si,j
H ✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❲✐t♥❡ssT
s
i,j✭✮ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦ssè❞❡ ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ✿
✸
T si,j ✿ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s φ t❡❧❧❡s q✉❡ 〈T si,j〉φ ❡st ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ H
Bi
H q✉✐ ♣ré❝è❞❡
❧❛ str✉❝t✉r❡ H
T si,j
H ❀
✷
T si,j ✿ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s φ t❡❧❧❡s q✉❡ T si,jφ ❡st ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ H
Bi
H
q✉✐ ♣ré❝è❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ H
T si,j
H ✳
❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚ ❞❛♥s ❚❇ ✶✽✶
❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢♦r♠✉❧❡ φ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ✸T
s
i,j ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ H s✉r
Cl({φ} ∪ ✷T
s
i,j ) t❡❧ q✉❡ H ❝♦♥t✐❡♥t {φ} ∪ ✷T
s
i,j ❡t t❡❧ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ t❡r♠✐♥❡ ✭✐✳❡✳ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
H ❝❛❧❝✉❧é✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ♣♦✉r t♦✉t k ∈ N ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ str✉❝t✉r❡ HBkH ♣❛r ❧✬❛♣♣❡❧ à ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❲✐t♥❡ssBk✭✮✮✳
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹ ❲✐t♥❡ssT si,j✭✸
T si,j ✱ ✷T
s
i,j ✮ ❛✈❡❝ i, j ∈ N
✶✿ s✐ ✸T
s
i,j 6= ∅ ❛❧♦rs ✿
✷✿ ♣♦✉r t♦✉t φ ∈ ✸T
s
i,j ❢❛✐r❡ ✿
✸✿ s✐ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛H s✉r ΣH = Cl({φ}∪✷
T si,j ) ❝♦♥t❡♥❛♥t {φ}∪✷T
s
i,j
t❡❧ q✉❡ ✿ ∀i ∈ N , ❲✐t♥❡ssBi✭❍✱ ΣH ✱ ∅✱ ∅✱ ∅✱ ∅✱ ∅✱ ∅✮ ❛❧♦rs ✿
✹✿ r❡t♦✉r♥❡r ⊥
✺✿ ✜♥ s✐
✻✿ ✜♥ ♣♦✉r
✼✿ s✐♥♦♥
✽✿ s✐ ✷T
s
i,j 6= ∅ ❛❧♦rs ✿
✾✿ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥ φ ∈ ✷T
s
i,j ❢❛✐r❡ ✿
✶✵✿ s✐ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ H s✉r ΣH = Cl({φ} ∪ ✷
T si,j ) ❝♦♥t❡♥❛♥t
{φ} ∪✷T
s
i,j t❡❧ q✉❡ ✿ ∀i ∈ N , ❲✐t♥❡ssBi✭❍✱ ΣH ✱ ∅✱ ∅✱ ∅✱ ∅✱ ∅✱ ∅✮ ❛❧♦rs ✿
✶✶✿ r❡t♦✉r♥❡r ⊥
✶✷✿ ✜♥ s✐
✶✸✿ ✜♥ ♣r❡♥❞r❡
✶✹✿ ✜♥ s✐
✶✺✿ ✜♥ s✐
✶✻✿ r❡t♦✉r♥❡r ⊤
■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ t❡r♠✐♥❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ str✉❝t✉r❡ H✸H ❝❛❧❝✉❧é❡
à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ H✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s deg(H✸H \ {H}) < deg(H)✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
t❡r♠✐♥❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉s ❛✉❝✉♥ 〈Bj〉✱ Bj ✱ 〈T sj,k〉 ♦✉ T
s
j,k à ❝❛❧❝✉❧❡r✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s
str✉❝t✉r❡s H✸H ❣é♥éré❡s ❢♦r♠❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❚❇✲té♠♦✐♥✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
❝♦rr❡❝t✐♦♥✴❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s Γ✱ s✐ Γ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥Witness(Γ) r❡♥✈♦✐❡ ❱r❛✐❡ ❡t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❛✉ss✐
❝♦rr❡❝t✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❚❇✲❙❆❚ ❡st ❞❛♥s
P❙P❆❈❊✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦✉s r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❡❧s ré❝✉rs✐❢s
❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ H✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡
❚✉r✐♥❣ ❞♦♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ♦❝❝✉♣é ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳
✺✳✸✳✷ ❇✐❜❧✐♦t❤èq✉❡s ❡t ❧♦❣✐❝✐❡❧s ♣♦✉r ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣rés❡♥té❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶ ♦♥t été ❛♣♣❧✐q✉é❡s ♣♦✉r ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s
❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡s ❡t ❧♦❣✐❝✐❡❧s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té
❞❛♥s ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s q✉❡❧q✉❡s ✉♥❡s ❞❡ ❝❡s ❧✐❜r❛✐r✐❡s ❡t
❧♦❣✐❝✐❡❧s✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❏❆❱❆ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞é❞✐é❡ ❛✉ ❝❛❞r❡ ❚❇✳
✶✽✷ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞é❞✐é❡ ❛✉ ❝❛❞r❡ ❚❇
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❛✈❡❝ ▲♦❚r❡❈
■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① s♦❧✈❡✉rs ❙❆❚ ♣♦✉r ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s ❡t ✐❧s s✬♦r❣❛♥✐s❡♥t ❡♥ ❞❡✉① t②♣❡s
❞❡ s♦❧✈❡✉rs ✿ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❣é♥ér✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ▲♦❚r❡❈ ✭❞❡❧ ❈❡rr♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✮ q✉✐ ✐♠♣❧é♠❡♥t❡♥t ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❛❜str❛✐t❡ ❞❡st✐♥é❡ à rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚ ❞❛♥s ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❝❛❞r❡
❞❡ ❑r✐♣❦❡ ♠✉❧t✐✲♠♦❞❛❧ ❀ ❡t ❧❡s s♦❧✈❡✉rs s♣é❝✐❛❧✐sés ❡t ♦♣t✐♠✐sés q✉✐ rés♦❧✈❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚
❞❛♥s ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ s♣é❝✐✜q✉❡✳ ▼ê♠❡ s✐ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚ ❞❛♥s ❚❇✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs s♣é❝✐❛❧✐sés ❡t ♦♣t✐♠✐sés ♣♦✉r ❞❡s
❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❡♥t✐♦♥♥❡r ❋❛❈❚ ✭❍♦rr♦❝❦s✱ ✶✾✾✼✮✱ ❘❆❈❊❘ ✭❍❛❛rs❧❡✈ ❛♥❞
▼ö❧❧❡r✱ ✷✵✵✶✮✱ ❉▲P ✭P❛t❡❧✲❙❝❤♥❡✐❞❡r✱ ✶✾✾✽✮✱ ▲❲❇ ✭❍❡✉❡r❞✐♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻✮ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ▼▲❚P ✭▲✐✱
✷✵✵✽✮ q✉✐ s♦♥t s♣é❝✐❛❧✐sés ♣♦✉r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❑ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❑❚✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ▼❙P❆❙❙ ✭❍✉st❛❞t ❡t ❛❧✳✱
✶✾✾✾✮ ❡st ✉♥ s♦❧✈❡✉r s♣é❝✐❛❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠✉❧t✐✲♠♦❞❛❧❡s ♠❛✐s ♥❡ ❣èr❡ ♣❛s ❧❡s s②stè♠❡s ❛✈❡❝
❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞❛❧✐tés✳ P♦✉r ✉♥❡ r❡✈✉❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐sé❡s
❞❛♥s ❝❡s s♦❧✈❡✉rs ❙❆❚ ♦♣t✐♠✐sés✱ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé ♣❡✉t s❡ ré❢ér❡r à ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ✭▲✐✱ ✷✵✵✽✮✳
▲♦❚r❡❈ ❡st ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❣é♥ér✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❛♥s
✉♥ ❝❛❞r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣ré❝✐s❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ à s✉✐✈r❡
♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ❝❛❞r❡✳ ❈❡tt❡ str❛té❣✐❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞✉ ❝❛❞r❡ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✹ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❚❇ ❛♣♣❧✐q✉é à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✿ φ = 〈BA〉〈BB〉Q ∧ BAQ ∧ 〈BB〉(〈BB〉Q ∧
T sA,BQ ∧ Q ∧ ¬(〈BA〉R)) ∧ T
s
A,BZ ❛✈❡❝ A,B ❞❡✉① ❛❣❡♥ts ❡t Q,R,Z tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡s✳ P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡✱ ▲♦❚r❡❈ ❝❛❧❝✉❧❡ t♦✉s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ❝❛❞r❡ s♣é❝✐✜é❡s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❛♣♣❧✐q✉é❡ ♣❛r ▲♦❚r❡❈
ét❛♥t ❣é♥ér❛❧❡ à t♦✉t ❝❛❞r❡✱ ❡❧❧❡ ♥✬❡①♣❧♦✐t❡ ♣❛s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s♣é❝✐✜q✉❡s ❞✉ ❝❛❞r❡ ♣♦✉r ❛❜♦✉t✐r
♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t à ✉♥ rés✉❧t❛t✳ ▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ❡st ❞♦♥❝
s♦♥ ♠❛♥q✉❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❝♦♠♠❡ ❧❡ s♦✉❧✐❣♥❡ ✭▲✐✱ ✷✵✵✽✮✳
❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚ ❞❛♥s ❚❇ ✶✽✸
✺✳✸✳✸ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ s♦❧✈❡✉r ❙❆❚ ❡♥ ❏❆❱❆ ♣♦✉r ❚❇
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❏❆❱❆ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s
t❛❜❧❡❛✉① ♣rés❡♥té❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❚❇✲❙❆❚✳ ❈❡tt❡ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛
été ré❛❧✐sé❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❚✇❡❡t②Pr♦❥❡❝t✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ▼❛tt❤✐❛s ❚❤✐♠♠ ✭❚❤✐♠♠✱
✷✵✶✹✮✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❡
❢♦r♠✉❧❡s ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ♣✉✐s ❞❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✈❡❝
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ♥❛ï✈❡✱ ✐✳❡✳ q✉✐ ✈❛ ❝♦♥str✉✐r❡ t♦✉s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ✈ér✐✜❡r s✐
❧✬✉♥ ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① ❞é❝✐❞❡ ❞❡ ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✳
❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
❘❡♣r❡♥♦♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✺✳✾✱ φ = Bi〈Bj〉q ∧ T si,jq ∧ p ❡t ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✺✳✾✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré
q✉❡ GTBH = {{H},H
Bi
H ,H
Bj
H ,H
T si,j
H ,H
Bj
I0
} ét❛✐t ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❚❇✲té♠♦✐♥ ♦ù HBiH =
{H, I0 = {〈Bj〉q, q}}✱ H
Bj
H = {H, J0 = {q}}✱ H
T si,j
H = {H,K0 = {q}} ❡t H
Bj
I0
= {I0, J01 = {q}}✳
❊♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣rés❡♥té ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ ❡t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞❡ ❚❇ à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s H✸H′ ✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ φ =
Bi〈Bj〉q∧T
s
i,jq∧p✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✺ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♦❜t❡♥✉ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳
❈❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♠♦♥❞❡ ❡t ❧❡ ❧❛❜❡❧ ❛ss♦❝✐é ✭✶✱✷✱✳ ✳ ✳ ✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r
❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞✉ ❣é♥ér❛t❡✉r GTBH ✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥❞❡s
♣♦ss✐❜❧❡s W = {w0 = {Bi〈Bj〉q ∧ T si,jq ∧ p, 〈Bj〉q, q, p}, w1 = {q,¬p}, w2 = {〈Bj〉q, q,¬p}, w3 =
{q,¬p}, w4 = {q,¬p}} ∪ {w⊤}✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❚❇✲té♠♦✐♥ ❝❛❧❝✉❧é ét❛✐t HH =
{{Bi〈Bj〉q ∧ T
s
i,jq ∧ p, 〈Bj〉q, q, p}, {〈Bj〉q, q,¬p}, {q,¬p}}✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❜✐❡♥ à ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥
❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❝❤❛q✉❡ ♠♦♥❞❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛ t❡r♠✐♥é✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♠♦♥❞❡s ❡t ❞❡s ❛r❝s q✉✐
♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡ s✉❝❝❡ss❡✉rs✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ sér✐❛❧✐té ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ (u ∈ W,R✸) t❡❧
q✉❡ u ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s✉❝❝❡ss❡✉r ♣♦✉r R✸✳ ■❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛r❝ ❞❛♥s R✸✱ ✈❡rs
✉♥ ♠♦♥❞❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s Γ ❛ss♦❝✐é❡s à ❧❛ ♠♦❞❛❧✐té ✸ s♦♥t ❛❧♦rs ✈✐❞❡s✳ ❖r✱
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡ ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡
❧✐s✐❜✐❧✐té✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❝♦♥✈❡r❣❡r t♦✉s ❧❡s ❛r❝s ✈❡rs ✉♥ ♠♦♥❞❡ ✓ ♣✉✐ts ✔✳ ❈❡ ♠♦♥❞❡ ❡st ❞és✐❣♥é ♣❛r
❧❛ ❧❡ttr❡ T ✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❇ ❞✬❛✉tr❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❝❛❧❝✉❧és ♣❛r ❧❛ ♠é✲
t❤♦❞❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❚❇✲té♠♦✐♥s✳
❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ♥❛ï✈❡
◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①✱ ❞és✐❣♥é❡ ♣❛r
❧✬❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥ ❚❇✲▼ ✼✱ à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞✐t❡ ♥❛ï✈❡✱ ❞és✐❣♥é❡ ♣❛r◆❆✲▼ ✽✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡
♥❛ï✈❡ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ♣rés❡♥té❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✷ ♣✉✐s
✉♥❡ ❢♦✐s ❧✬❛r❜r❡ ❝♦♥str✉✐t✱ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ❝❛❞r❡ s✉r ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t ✈ér✐✜❡ s✐ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
✼✳ ❚❇✲▼ét❤♦❞❡
✽✳ ◆❆ï✈❡✲▼ét❤♦❞❡
✶✽✹ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞é❞✐é❡ ❛✉ ❝❛❞r❡ ❚❇
❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ✕ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❚❇✲❙❆❚
❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ♦✉ ♥♦♥✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ r❡❝♦♠♠❡♥❝❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ s❛t✐s❢❛ss❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♦✉
❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❛✐❡♥t été t❡stés✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡ φ✳
▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ φ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉
❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚ ❞❛♥s ❚❇ ✶✽✺
❞❡❣ré ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ▲❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛ été ❡✛❡❝t✉é❡
s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿
Pr♦❝❡ss❡✉r ✿ ■♥t❡❧ ❈♦r❡ ✐✺✲✷✺✷✵▼ ❈P❯ ❅ ✷✳✺✵●❍③ ① ✹ ❀
▼é♠♦✐r❡ ✈✐✈❡ ✿ 3, 8 ●✐♦ ❀
❈❛rt❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ✿ ■♥t❡❧ ❙❛♥❞②❜r✐❞❣❡ ▼♦❜✐❧❡ ❀
❙②stè♠❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ✿ ❯❇❯◆❚❯ ✶✽✳✵✹✳✷ ▲❚❙ ❀
❚②♣❡ s②stè♠❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ✿ ✻✹✲❜✐t✳
❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✻ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉
❞❡❣ré N ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ T s1,2(. . . T
s
N,N+1(p) . . .)✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ t❡sté❡ ♣♦✉r N = 1
❡st T s1,2p✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ t❡sté❡ ♣♦✉r N = 2 ❡st T
s
1,2T
s
2,3p✱ ❡t❝✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ t❡sté❡ ♣♦✉r N = n
❛✈❡❝ n ∈ N∗✱ ❡st ♥♦té❡ T s1,2(. . . T
s
n,n+1(p) . . .)✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦r♠✉❧❡ t❡sté❡ ♣♦✉r N = 1 ❡st T
s
1,2p✳
▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❝❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❡st q✉❛s✐♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧♦rsq✉❡ N
❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st ♠❛rq✉❛♥t❡✳ P♦✉r N = 4✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ◆❆✲▼ ♠❡t ✶✸✶ s❡❝♦♥❞❡s ❛❧♦rs
q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❚❇✲▼ ♠❡t ✹✹ s❡❝♦♥❞❡s✳ ❊♥✜♥✱ ♣♦✉r N = 5✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ◆❆✲▼ ♠❡t ✶✶✻✵
s❡❝♦♥❞❡s t❛♥❞✐s q✉❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ✶✼✸ s❡❝♦♥❞❡s✳
❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✻ ❞❡ ❞r♦✐t❡✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ φ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ B1(. . . BN (p) . . .)✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ t❡sté❡ ♣♦✉r N = 1 ❡st B1p✱
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ t❡sté❡ ♣♦✉r N = 2 ❡st B1B2p✱ . . .✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ t❡sté❡ ♣♦✉r N = n ❛✈❡❝ n ∈ N∗ ❡st
B1(. . . Bn(p) . . .)✳ ❆✐♥s✐✱ ❧♦rsq✉❡ N ≤ 3✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ q✉❡ très ♣❡✉ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉①
♠ét❤♦❞❡s✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ N = 5 ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ◆❆✲▼ ♠❡t ✷✽✹✸ s❡❝♦♥❞❡s t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❚❇✲▼ ♠❡t ✸✺✸ s❡❝♦♥❞❡s✳
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φ = B1T
s
1,2✭✳ ✳ ✳BNT
s
N,N+1(p) ✳ ✳ ✳ ✮
◆❆✲▼
❚❇✲▼
❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ✕ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ N ✱ ❡♥ é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✳
❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✼✱ ♥♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣ré ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ φ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ B1T s1,2(. . . BNT
s
N,N+1(p) . . .)✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ t❡sté❡
✶✽✻ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞é❞✐é❡ ❛✉ ❝❛❞r❡ ❚❇
♣♦✉r N = 1 ❡st B1T s1,2p✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ t❡sté❡ ♣♦✉r N = 2 ❡st B1T
s
1,2(B2T
s
2,3p)✱ . . .✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ t❡sté❡
♣♦✉r N = n ❛✈❡❝ n ∈ N∗ ❡st B1T s1,2(. . . (BnT
s
n,n+1(p)) . . .)✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✻✱ ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s ✐❝✐ ♣❛r ♣❛✐r❡ ❞❡ ♠♦❞❛❧✐tés (Bi, T si,j)✳ ◆♦✉s
♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ét✉❞✐❡r q✉❡ tr♦✐s ❞❡❣rés ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣♦✉r N = 1 deg(φ) = 2 ♣♦✉r N = 2
deg(φ) = 4 ❡t ♣♦✉r N = 3✱ deg(φ) = 6✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✼ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ t❡♠♣s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ é❝❤❡❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
◆❆✲▼ ❡①♣❧♦s❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r N = 6✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ◆❆✲▼ ♠❡t ✶✽✹✼✹ s❡❝♦♥❞❡s t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❚❇✲▼ ♠❡t 438 s❡❝♦♥❞❡s✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st
♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ♥❛ï✈❡✳ ❈❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ s✬❡①♣❧✐q✉❡
♥♦t❛♠♠❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ✈ér✐✜♦♥s ét❛♣❡ ♣❛r
ét❛♣❡ s✐ ❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ H✸H′ ❢♦r♠❡ ❜✐❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ té♠♦✐♥ ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥❛ï✈❡✱
♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♣❧❡t✳
❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♣rés❡♥té ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♣♦✉r r❛✐s♦♥♥❡r ❞❛♥s ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s ✿ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s
❛r❜r❡s ❧❛❜❡❧❧✐sé❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✉♥❡
❝❡rt❛✐♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ φ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r s✐ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ φ ❡st ✈❛❧✐❞❡✳
❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ✐♥st❛♥❝✐❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①
❞é❞✐é❡ à rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❚❇✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛❧♦rs ❛♣♣✉②és s✉r ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ té♠♦✐♥s s✬❛♣♣✉②❛♥t
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ❝❛❞r❡ ❚❇ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢♦♥❞é s✉r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡
❝❡❧✉✐✲❝✐✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣ré ❞✬✉♥❡
❢♦r♠✉❧❡ φ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ♣✉ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❚❇ ét❛✐t ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ♥❛ï✈❡✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✻
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s
❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts ✭❙▼❆✮✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢
❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞✬❛♣♣♦rt❡r ❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s à ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶ ♥♦✉s
r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♣✉✐s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷ ♥♦✉s rés✉♠♦♥s
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ré❛❧✐sé❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❡♥✜♥ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s
❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s ❢✉t✉r❡s✳
✻✳✶ P♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡
P♦✉r ❝♦♥tr❡❝❛rr❡r ❧❡s ❛❣❡♥ts ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉rs✱ ❞❡s tr❛✈❛✉① s❡ s♦♥t ✐♥tér❡ssés à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡
s②stè♠❡s r♦❜✉st❡s✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ét✉❞✐❡r ❧✬❛①✐♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ♣♦✉r
r❡♥❞r❡ ✐♥♦♣ér❛❜❧❡ ❝❡rt❛✐♥❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♠♦♥tr❡r
q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r r❡♥❞r❡ ♦♣ér❛❜❧❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❯♥❡
❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥té❣r❡r ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ♣♦✉r ✐♥❝✐t❡r ❧❡s ❛❣❡♥ts à ❜✐❡♥ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡r✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥ ❙▼❆ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t r♦❜✉st❡ à ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✳ ❈❡rt❛✐♥❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❝♦♥s✐st❡♥t ❛❧♦rs à ❞ét❡❝t❡r ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s✱
♦✉ ❜✐❡♥ ♣❛r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s s✬✐♥tér❡ss❡♥t
✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡✱ ❡t ♥♦♥ à ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳
❙✐ ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♥❝❡♣ts s♦♥t ♣r♦❝❤❡s✱ ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r❧❛♥t✱ ✐❧s s✬❡♥ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡♥t✳ ▲❛ ♠❛✲
♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡r t♦✉t ❡♥ ✈❡✐❧❧❛♥t à ❧❛ ❞✐ss✐♠✉❧❡r✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛
tr♦♠♣❡r✐❡ ❡st ✉♥❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ❞❡ ❞✐ss✐♠✉❧❡r✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ❞✬✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❡r ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t t♦✉t ❡♥ ✈❡✐❧❧❛♥t à ❧✉✐ ❞✐ss✐♠✉❧❡r
❝❡tt❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❡①✐st❡r q✉❡ ❞❛♥s ❞❡s ❙▼❆ ♦ù ❧❡s ❛❣❡♥ts ♦♥t ❞❡s ét❛ts
♠❡♥t❛✉①✳ ❆✐♥s✐✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s ❡t ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s♦♥t ❞❡s ét❛ts ♠❡♥t❛✉①✱ ♥♦✉s ♥♦✉s
s♦♠♠❡s ❛❧♦rs r❡str❡✐♥ts ❛✉① ❙▼❆ ❛✈❡❝ ❞❡s ❛❣❡♥ts ❝♦❣♥✐t✐❢s✳ ▲❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ét❛✐t
❛❧♦rs ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
❡t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❝❡rt❛✐♥❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱
❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❞❡s ❛❣❡♥ts✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ s✉r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ❈❛r❛❝tér✐s❡r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ♥♦✉s ❛✐❞❡r à ♠✐❡✉① ❝♦♥❝❡✈♦✐r
✶✽✼
✶✽✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❞❡s s②stè♠❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s r♦❜✉st❡s à ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦✉✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡ t❡❧s s②stè♠❡s✱ ❞❡ ❧❡s ❞ét❡❝t❡r✳
✻✳✷ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ ❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ à ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ✉♥ s②s✲
tè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡✱ ♥♦♠♠é ❑❇❊✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞✬❡①♣r✐♠❡r
❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❡t ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞❡s ❛❣❡♥ts✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥t✱ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❑❇❊ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❛
❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té✱ ♥✐ ♠ê♠❡ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s
♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❚❇ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té✳
❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ✉♥ ❞❡r♥✐❡r t❡♠♣s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❧❣♦r✐t❤✲
♠✐q✉❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ♣♦✉r r❛✐s♦♥♥❡r ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❚❇ ❡t rés♦✉❞r❡ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❚❇✲s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té✳
▲❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ♦♥t ❞♦♥❝ été ❞❡ ✿
✶✳ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡✱ ♣♦✉r r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✭❑❇❊✮ ❀
✷✳ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡✱ ♣♦✉r r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ✭❚❇✮ ❀
✸✳ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ♣♦✉r r❛✐s♦♥♥❡r ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❧♦❣✐q✉❡s
♠✉❧t✐✲♠♦❞❛✉①✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ ❝❛❞r❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❚❇✳
✻✳✷✳✶ ❯♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
P♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ❞✬✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❡r ✉♥❡ ✈✐❝t✐♠❡
t♦✉t ❡♥ s✬❛ss✉r❛♥t à ❧✉✐ ❞✐ss✐♠✉❧❡r ❝❡tt❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❝❛❞r❡ ❧♦❣✐q✉❡✱ ♥♦♠♠é
❑❇❊✳ ❈❡ ❝❛❞r❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠♦❞❛❧✐té ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜é✲
ré❡✳ ▲✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❛②❛♥t été
❛❞♦♣té❡s ❡t ♠✐s❡s ❡♥ ÷✉✈r❡ ♣❛r ✉♥ ❛❣❡♥t✳ ❊♥ ♣r♦✉✈❛♥t q✉❡ ❝❡ s②stè♠❡ ét❛✐t ❝♦rr❡❝t ❡t ❝♦♠♣❧❡t✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ♣✉ ✉t✐❧✐s❡r ❝❡ s②stè♠❡ ♣♦✉r ❞é❞✉✐r❡ ❞❡s t❤é♦rè♠❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ ❛❣❡♥t
q✉✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞é❧✐❜éré❡ ♥❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts✱ ②
❝♦♠♣r✐s ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ♣✉✐ss❡♥t ❞ét❡♥✐r ❧❛ ✈ér✐té✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ t❤é♦rè♠❡ ❞é❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s
❑❇❊ ❡st ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ q✉✐ ❢❛❝✐t ♣❡r ❛❧✐✉♠ ❢❛❝✐t ♣❡r s❡✱ ✐✳❡✳ ✓ ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❛❣✐t à tr❛✈❡rs ✉♥ ❛✉tr❡ ❢❛✐t
❛❝t❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ✔✳ ❊♥✜♥✱ ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❞❛♥s ❑❇❊ ❧❛ ❝♦❡r❝✐t✐♦♥✱ ❧❛ ♣❡rs✉❛s✐♦♥✱ ❡t ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ét❛✐t ❜✐❡♥ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡s tr♦✐s ♥♦t✐♦♥s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st
❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ s❝✐❡♥❝❡s s♦❝✐❛❧❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ♣r♦✉✈❡r q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ❡①❡r❝❡ ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡✱
♦✉ q✉✬✐❧ tr♦♠♣❡ ❞✬❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ♥❡ s✉✣t ♣❛s ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ✉♥❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ■❧ ❡st t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ❛ ❡✉ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡r✱ ♣✉✐s ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡t
❛❣❡♥t ❛ ❡✉ ❛✉ss✐ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ❞❡ ❞✐ss✐♠✉❧❡r s❛ str❛té❣✐❡ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡r✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ❞✐s✲
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st s♦✉✈❡♥t ❧✐é❡ à ❧❛ str❛té❣✐❡ ❛❞♦♣té❡ ♣❛r ❧✬❛❣❡♥t ♣♦✉r ♠❛♥✐♣✉❧❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉✬✉♥
❛❣❡♥t ❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ré✈é❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❢❛✉① ♣r♦✜❧ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡
❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ✈♦t❡✱ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ é✈✐❞❡♠♠❡♥t à ♥❡
❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✶✽✾
♣❛s ♠♦♥tr❡r ❛✉① ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts q✉❡ s♦♥ ♣r♦✜❧ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ré✈é❧é ♥✬❡st ♣❛s s♦♥ ✈ér✐t❛❜❧❡ ♣r♦✜❧
❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡✳
✻✳✷✳✷ ❯♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té
▲♦rsq✉❡ ❞❡s ❛❣❡♥ts ♠❛♥✐♣✉❧❡♥t ❞✬❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❧❡s ❛❣❡♥ts sé❧❡❝t✐♦♥♥❡♥t
❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s à ❝r♦✐r❡ ♦✉ ♥❡ ♣❛s ❝r♦✐r❡✳ ❯♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥✐q✉é❡ ♣❛r ✉♥ ❛❣❡♥t ♣❡✉t êtr❡
❝r✉❡ ♣❛r ✉♥ ❛✉tr❡ ❞ès ❧♦rs q✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ❝♦♠♠✉♥✐q✉❛♥t✱
♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛❣❡♥t ❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥
s❡❝♦♥❞ ❝❛❞r❡ ❧♦❣✐q✉❡✱ ♥♦♠♠é ❚❇✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té✳
◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❛❧♦rs ❞❛♥s ❝❡ s②stè♠❡ ✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té T si,j s✐❣♥✐✜❛♥t q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t i ❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡
❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ❞❡ j s✉r ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♠♦❞❛❧✐té ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s
❧♦❣✐q✉❡s ❡①✐st❛♥ts ❧♦rsq✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ❞é❝✐❞❡ ❞✬❛❝❝♦r❞❡r s❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧♦rsq✉✬✉♥ ❛❣❡♥t
i ❛❝❝♦r❞❡ s❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t j✱ ❝❡t ❛❣❡♥t i ✈❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❝r♦✐r❡ q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t
j ❝r♦✐t ❝❡ q✉✬✐❧ ❞✐t✳ ❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❛①✐♦♠❡ ❞❡ s✐♥❝ér✐té✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡
✉♥ ❛❣❡♥t ❛ t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❛❝❝♦r❞❡r s❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡t s✬✐❧ ❝r♦✐t q✉❡ ❧✬❛✉tr❡ ❛❣❡♥t ❡st
❡♥ tr❛✐♥ ❞❡ ❧❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r✱ ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞❡ ❝❡t ❛①✐♦♠❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
❡♥s✉✐t❡ ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❝❡ s②stè♠❡ ét❛✐t ❝♦rr❡❝t✱ ❝♦♠♣❧❡t✱ ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t ❡t ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡
ét❡♥❞✉ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡✱ ♥♦♠♠é❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ♣❛rt❛❣é❡✳
❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣❛rt❛❣é❡ ét❛✐t ✉♥ s②stè♠❡ ❑❉✳
✻✳✷✳✸ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ♣♦✉r ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s
▲❡ s②stè♠❡ ❑❇❊ ❡t ❧❡ s②stè♠❡ ❚❇ s♦♥t ❞❡✉① ❧♦❣✐q✉❡s ♠✉❧t✐✲♠♦❞❛❧❡s ♥♦♥ ♥♦r♠❛❧❡s ❡t ♥♦r♠❛❧❡s✳
❙✐ ♥♦✉s ❧❡s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té s✉r ✉♥ ♣❧❛♥ ♣✉r❡♠❡♥t t❤é♦r✐q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé
✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é❝✐❞❡r ❞❡ ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❛♥s ❚❇✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ s✉r
✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♥♦t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❚❇✲té♠♦✐♥s à
♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❍✐♥t✐❦❦❛✳ ▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❚❇✲té♠♦✐♥s✱ q✉✐ s♦♥t ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❞✬✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❚❇✲té♠♦✐♥s✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s té♠♦✐♥s ❡t ❧❛ s❛t✐s❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❞❛♥s ❚❇✳
❈❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ♣r♦✉✈é✱ ♥♦✉s ❛ ❛❧♦rs ♣❡r♠✐s ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é❝✐❞❛♥t ❞❡
❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♥st❛té q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❚❇✲té♠♦✐♥s ét❛✐t ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ q✉✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ♥❛ï✈❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à ❝♦♥str✉✐r❡ t♦✉s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠♦❞è❧❡
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s✳
✶✾✵ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
✻✳✸ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s
◆♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ♥♦✉s ❛♠è♥❡ à ♥♦✉s ♣♦s❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s q✉❡st✐♦♥s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❝❡rt❛✐♥❡s str❛✲
té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t s❡ ❢♦♥❞❡r s✉r ❞✬❛✉tr❡s ét❛ts ♠❡♥t❛✉① q✉❡ ❧❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s ❡t ❧❡s
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✳ ■❧ s❡r❛✐t ❞♦♥❝ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬✐♥té❣r❡r ❛✉ s②stè♠❡ ❑❇❊ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠♦❞❛❧✐tés ♣♦✉r
❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ét❛ts ♠❡♥t❛✉① ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♥♦r♠❡s✱ ❧❡s ❞és✐rs✱ ❧❡s é♠♦t✐♦♥s ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳
❊♥s✉✐t❡✱ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥té❣r❡r ❧❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ ❡t ❞✬❛❥♦✉✲
t❡r ✉♥ ❛s♣❡❝t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛✉ s②stè♠❡ ❑❇❊✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐✲
s❛t✐♦♥ ❡t ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s❢❛✐s❛❜✐❧✐té
❞❛♥s ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠✉❧t✐✲♠♦❞❛❧❡s ♥♦r♠❛❧❡s ❡t ♥♦♥ ♥♦r♠❛❧❡s✳ ■❧ s❡r❛✐t ❛❧♦rs ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r
❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ à ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ❡t ❞❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳
✻✳✸✳✶ ■♥té❣r❡r ❧❡s ♥♦r♠❡s✱ ❧❡s ❞és✐rs ❡t ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❛✉ s②stè♠❡ ❑❇❊
❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞✐✛ér❡♥t❡s ❜❛s❡s ❞❡ str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡
❧❡s str❛té❣✐❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❛ r❛t✐♦♥❛❧✐té ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐♥✢✉❡♥❝❡r s✉r ❧❡s ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t
❡st ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ r❛t✐♦♥❛❧✐té✳ ❯♥ ❛✉tr❡ t②♣❡ ❞❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♣❡✉t s❡
❢♦♥❞❡r s✉r ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❡t ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ❝♦♠♠❡ ❛✈❡❝ ❧❛ tr♦♠♣❡r✐❡ ♦✉ ❧❡ ♠❡♥s♦♥❣❡✳
❙✐ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡①♣r✐♠❡r ❞❡ t❡❧❧❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❑❇❊✱ ♥♦✉s
♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ❛✉tr❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡s r❡♣♦s❡♥t s✉r
❧❡s ❞és✐rs ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t✱ ❧❡s ♥♦r♠❡s ❞✬✉♥ s②stè♠❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡s r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥
❧❛ s✐♥❝ér✐té q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ❛❝❝♦r❞❡ à ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❚❇ ❛ été ❞é✜♥✐ ❞❡
❢❛ç♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❡t ♥✬❛ ♣❛s été ❢✉s✐♦♥♥é ❛✉ s②stè♠❡ ❑❇❊✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡
❛❧♦rs à ❢✉s✐♦♥♥❡r ❝❡s ❞❡✉① s②stè♠❡s ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❈❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s②stè♠❡ s❡ ♥♦♠♠❡r❛✐t ❚❑❇❊✳ ◆♦✉s
♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ é❜❛✉❝❤❡ ❞✬✉♥ t❡❧ s②stè♠❡ ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❈✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ t❡❧ s②stè♠❡ ♣❡r♠❡ttr❛✐t
❞❡ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ s✐ ✉♥ ❛❣❡♥t j ❢❛✐t ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t i s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ i ♥❡
❧✬✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❡ ♣❛s✱ ❛❧♦rs ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❧❡ ❝❛s q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t j ❝r♦✐t q✉❡ i ♣✉✐ss❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❡r✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✿
⊢ T sj,i¬E
d
i Ejφ⇒ ¬BjE
d
i Ejφ
◆♦✉s ❛✉r✐♦♥s ❛❧♦rs ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❛ ❞✐ss✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡r❛✐t ❢♦♥❞é❡ s✉r
❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥tr❡t❡♥✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛❣❡♥ts✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❛❥♦✉t❡r ❛✉
s②stè♠❡ ❑❇❊ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞és✐rs✱ ❞❡ ♥♦r♠❡s ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞✬♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ❞é♦♥t✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ♣✉ ❧❡s ♣rés❡♥t❡r ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs à r❡♣r❡♥❞r❡ ❝❡s
tr❛✈❛✉① ❡t ❧❡s ✐♥té❣r❡r ❞❛♥s ❑❇❊✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❛✈♦✐r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦❞❛❧✐tés
❞✬♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ❞é♦♥t✐q✉❡s {✷η}η∈O ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦r♠❡s O ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ♠♦❞❛❧✐tés ❞❡ ❞és✐rs {Di}i∈N r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ❞és✐rs ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t ❞✉ s②stè♠❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ré❝✐♣r♦❝✐té q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s η✱ ❞é❝r✐t❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ s✐ ✉♥ ❛❣❡♥t
i ♦✛r❡ ✉♥ s❡r✈✐❝❡ à ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t✱ ❛❧♦rs ❧✬❛✉tr❡ ❛❣❡♥t j ❞♦✐t ❧✉✐ r❡♥❞r❡ ❧❛ ♣❛r❡✐❧❧❡✳ P♦✉r ❞é❝r✐r❡
❝❡tt❡ ♥♦r♠❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ♠♦❞❛❧✐tés ❝♦♠♠❡
✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡ Y φ ♣♦✉r tr❛❞✉✐r❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛ssé ✐❧ s✬❡st ♣r♦❞✉✐t φ✱ Xφ ♣♦✉r tr❛❞✉✐r❡
q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r ✐❧ ✈❛ s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ φ✱ ✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ Ij,iφ
s✐❣♥✐✜❛♥t q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t j ❛ ❛❝q✉✐s ♣❛r i ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ φ✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ré❝✐♣r♦❝✐té η s❡r❛✐t
P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✾✶
tr❛❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✱ ❛✈❡❝ Edi ♥♦tr❡ ♠♦❞❛❧✐té ❞✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ ❡t Ei ❧❛ ♠♦❞❛❧✐té ❝❛♣t✉r❛♥t
t♦✉s ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ❧✬❛❣❡♥t i ✿
reci,j(φ, ψ)
△
= Y (Djφ ∧ E
d
i φ)⇒ ✷η(Ij,iDiψ ⇒ XEjψ)
❈❡ ♣ré❞✐❝❛t tr❛❞✉✐t ❧✐ttér❛❧❡♠❡♥t q✉❡ s✐ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛ssé✱ ❧✬❛❣❡♥t i ❛ ❞é❧✐❜éré♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐t ✉♥ ❞és✐r
❞❡ ❧✬❛❣❡♥t j✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✉ r❡❣❛r❞ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ré❝✐♣r♦❝✐té η q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛❣❡♥t j
r❡ç♦✐t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❡ i ❞és✐r❡ ψ✱ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r✱ j ❞♦✐t ✈❡✐❧❧❡r à ❝❡ q✉❡ ψ s♦✐t
✈ér✐✜é❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧♦rsq✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ❡♥tr❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❤♦❝♦❧❛t❡r✐❡ ♦ù ❞❡s ✈❡♥❞❡✉rs ✈✐❡♥♥❡♥t à s❛
r❡♥❝♦♥tr❡ ♣♦✉r ❧✉✐ ❢❛✐r❡ ❣♦ût❡r ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❞❡ ❝❤♦❝♦❧❛t ❣r❛t✉✐t❡♠❡♥t✱ s✐ ❧✬❛❣❡♥t ❛❝❝❡♣t❡ ❞❡
❣♦ût❡r ❛✉① ❝❤♦❝♦❧❛ts✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❛❝❝❡♣t❡ ❛✉ss✐ ✉♥ s❡r✈✐❝❡ ♦✛❡rt ❣r❛t✉✐t❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡s ✈❡♥❞❡✉rs✳ ❆✐♥s✐✱
s✐ ❧✬❛❣❡♥t ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ré❝✐♣r♦❝✐té✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❞♦✐t r❡♥❞r❡ ❧❛ ♣❛r❡✐❧❧❡ ❛✉① ✈❡♥❞❡✉rs ❡♥ ❧❡✉r
❛❝❤❡t❛♥t ✉♥ ♣r♦❞✉✐t✳ ❈❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs à ❛❝t✐✈❡r ✉♥❡ ♥♦r♠❡ q✉✬✉♥
❛❣❡♥t s✉✐t✱ ✐❝✐ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ré❝✐♣r♦❝✐té✱ ♣♦✉r ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❝❡t ❛❣❡♥t✳
✻✳✸✳✷ ➱t❡♥❞r❡ ❑❇❊ ❛✉① ❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡
▲♦rsq✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❑❇❊ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜é✲
ré❡ ❞✬✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❡r ✉♥ ❛❣❡♥t t♦✉t ❡♥ ✈❡✐❧❧❛♥t à ❧✉✐ ❞✐ss✐♠✉❧❡r ❝❡tt❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐
❧❛ ❞✐ss✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♥♦♥ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♦✉ ❧❛ ♥♦♥ ❝r♦②❛♥❝❡ ❞❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s ❞✉ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✉r✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ✉♥ ❛❣❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧é ♥✬❛ ♣❛s ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ ❞✬❛✈♦✐r été
♠❛♥✐♣✉❧é✳ ❖r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸ ❞❡s tr❛✈❛✉① ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡✳ ❯♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❡st ❞✬✐♥té❣r❡r ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳
❙✐ Ai ❡st ❧❛ ♠♦❞❛❧✐té ❞❡ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ❛❣❡♥t i t❡❧❧❡ q✉❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ✭❙❝❤✐♣♣❡r✱
✷✵✶✹✮✱ Σ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❢❡r♠é ❡t ✜♥✐ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s t❡❧ q✉❡ ⊤ ∈ Σ✱ φ ∈ Σ ❡t Ai :W → 2Σ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ♠♦❞❛❧✐té Ai✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❛❧♦rs ❞é✜♥✐r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ♠❛✲
♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❞♦✉❝❡ ❛✈❡❝ ❛❜s❡♥❝❡
❞❡ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ s❡r❛✐t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t s✉✐✈❛♥t ✿
MCEAΣi,jφ =
∨
ψ∈Σ
Edi (Ejφ ∧ ¬AjE
d
i Ejφ ∧ ψ)
▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❢♦rt❡ ❛✈❡❝ ❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ ❝♦♥s✐st❡r❛✐t ❡♥ ✿
MCEdAΣi,jφ =
∨
ψ∈Σ
Edi (E
d
j φ ∧ ¬AjE
d
i E
d
j φ ∧ ψ)
▲❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ❞♦✉❝❡ ❛✈❡❝ ❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ s❡r❛✐t r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✿
MDEAΣi,jφ =
∨
ψ∈Σ
Edi (¬Ejφ ∧ ¬AjE
d
i ¬Ejφ ∧ ψ)
✶✾✷ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❊♥✜♥✱ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ❢♦rt❡ ❛✈❡❝ ❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ s❡r❛✐t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ✿
MDEdAΣi,jφ =
∨
ψ∈Σ
Edi (¬E
d
j φ ∧ ¬AjE
d
i ¬E
d
j φ ∧ ψ)
❉❡ ♣❧✉s✱ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Ai t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t w ∈ W✱ Ai(w) ⊆ Σ✳
❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ t❡❧ s②stè♠❡✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❛❣❡♥ts ♥✬♦♥t ❥❛♠❛✐s ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ ❞❡
❢♦r♠✉❧❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❛♥s Σ✳
❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥té❣r❡r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♣♦✉r
❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ré✈✐s✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡t ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❞❡s ❛❣❡♥ts ❧♦rsq✉❡ ❞❡s
❛❣❡♥ts s♦♥t ❡♥ tr❛✐♥ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s r❡♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞♦①❛st✐q✉❡
❞②♥❛♠✐q✉❡ t❡❧ q✉❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✸ ❡t ❞é✜♥✐r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ é✈é♥❡♠❡♥t✐❡❧
❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ✭❱❛♥ ❉✐t♠❛rs❝❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮ ♦ù ✐❧s ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡
é✈é♥❡♠❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❞❡s ❛❣❡♥ts ❛♣rès ❧✬❛♥♥♦♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠❡♥s♦♥❣❡✳
✻✳✸✳✸ ❆♠é❧✐♦r❡r ❡t ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❛✉① ❛✉tr❡s ❧♦❣✐q✉❡s
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛✲
❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠♦❞❛❧❡s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ❛✐♥s✐ q✉❡ s❡s ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❛♠é❧✐♦ré❡s✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❝♦♥s✐st❡r❛✐t à ✐♥té❣r❡r ✉♥❡ str✉❝✲
t✉r❡ ❞✬❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ♦r❞♦♥♥é❡ ❡t ré❞✉✐t❡ ✭❘❖❇❉❉✮ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡
❍✐♥t✐❦❦❛✳ ❯♥ ❘❖❇❉❉ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♣r♦♣♦s✐✲
t✐♦♥♥❡❧✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ φ = (p ∧ q) ∨ (r ∧ s) ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❞❡
❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✳
▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✈ér✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ p à ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡
⊥✱ ♦✉ ⊤ ❡t ❧❡s ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s ❛r❝s✳ ❯♥ ❛r❝ ❡♥
♣♦✐♥t✐❧❧és ❞✬♦r✐❣✐♥❡ p s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❡♠✐♥ ✭✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✮✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ à
❢❛✉① t❛♥❞✐s q✉✬✉♥ ❛r❝ ♣❧❡✐♥ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ p ❡st à ✈r❛✐✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ((p, q), (q, r), (r, s), (s,⊤)) q✉✐ ♠è♥❡ à r❡♥❞r❡ ✈r❛✐ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ φ
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s t❡❧❧❡ q✉❡ I(p) = ⊤✱ I(q) = ⊥✱ I(r) = ⊤ ❡t I(s) = ⊤✳
p
q
r
s⊥
⊤
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ✕ ❘❖❇❉❉ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ (p ∧ q) ∨ (r ∧ s)
P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✾✸
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ❛♠é❧✐♦ré ❡♥ t❡♠♣s ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬♦♣t✐♠✐✲
s❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ✭▲✐✱ ✷✵✵✽✮✳ P❛r♠✐ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣r♦♣♦sé❡s q✉❡
♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❛❞❛♣t❡r ❛✉ ❝❛❞r❡ ❚❇✱ ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡✱
❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧❡①✐❝❛❧❡✱ ❧❡ ❜❛❝❦❥✉♠♣✐♥❣ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ❝❛❝❤❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❤❡✉r✐s✲
t✐q✉❡s ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❡♥ s✐♠✉❧❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❉❛✈✐s✲P✉t♥❛♠✲▲♦❣❡♠❛♥♥✲▲♦✈❡❧❛♥❞ ✭❉P▲▲✮ ✭❉❛✈✐s
❛♥❞ P✉t♥❛♠✱ ✶✾✻✵✮ ♦ù ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❡t ♥é❣❛t✐✈❡s ❞❛♥s ❞❡✉① ❜r❛♥❝❤❡s
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s s♦♥t ♠é♠♦r✐sé❡s ❛✜♥ ❞✬❡①♣❧♦r❡r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s✳
❊♥✜♥✱ s✐ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞é❞✐é❡ ❛✉ ❝❛❞r❡
❚❇✱ ❡❧❧❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ à t♦✉t ❝❛❞r❡ ♠✉❧t✐✲♠♦❞❛❧ ♥♦r♠❛❧ ❡t ♥♦♥ ♥♦r♠❛❧✳ ◆♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s
❞♦♥❝ ❛❞❛♣t❡r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✉ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❑❇❊✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ♣❡rt✐♥❡♥t ❞✬❡①♣ér✐♠❡♥t❡r ❝❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡s ♣r♦♣♦sé❡s s✉r ❧❡s
❛r❜r❡s ❧❛❜❡❧❧✐sé❡s ❞❡ ✭❇❛❧❞♦♥✐✱ ✷✵✵✵✮ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❡♥ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛♥t ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣❧✉s ré❝❡♥t❡ ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ▲♦❚r❡❈ ❡t ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ✭❙❝❤✇❛r③❡♥tr✉❜❡r✱ ✷✵✶✶✮✳
❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛✉r❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♠♦❞è❧❡s t❤é♦r✐q✉❡s ♣❡r♠❡t✲
t❛♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té ❞❛♥s
❧❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts✳ ❙✐ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛
❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ r❡st❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ✐♠♣❧é✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s s②stè♠❡s ré❡❧s✳ P❛r ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s s②stè♠❡s ré❡❧s✱ ♥♦✉s ❡♥t❡♥❞♦♥s
❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t✱ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡s
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡t ❞❡s ❝r♦②❛♥❝❡s q✉❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ❧❡s ❛❣❡♥ts ❡♥✈❡rs ❧❡s ❛✉tr❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱
✉♥❡ ét❛♣❡ ❢✉t✉r❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❞❡ s❡ q✉❡st✐♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ✐♥té❣r❡r
❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s✉r ❞❡s s②stè♠❡s ré❡❧s ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❡s
str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ q✉❛♥❞ ❡❧❧❡s ♦♥t ❧✐❡✉ ❄
✶✾✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❆♥♥❡①❡ ❆
Pr❡✉✈❡s ❛✈❡❝ ❧❡s s②stè♠❡s à ❧❛ ❍✐❧❜❡rt
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❛✈❡❝ ❞❡s s②stè♠❡s à ❧❛ ❍✐❧❜❡rt ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
✭✶✮ ❡t ✭✷✮ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✼✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ à ❞é♠♦♥tr❡r✳
❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶ ✲ ✿
✶✳ ❯♥ ❛❣❡♥t q✉✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞é❧✐❜éré❡ ♥❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s
❛❣❡♥ts✱ ② ❝♦♠♣r✐s ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ♣✉✐ss❡♥t ❞ét❡♥✐r ❧❛ ✈ér✐té✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿
⊢ Edi Bjφ⇒ ¬E
d
i BjKk¬φ
✷✳ ❯♥ ❛❣❡♥t q✉✐ ✈❡✐❧❧❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞é❧✐❜éré❡ q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ♥❡ ❝r♦✐t ♣❛s ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♥❡ ♣❡✉t
♣❛s ❛✉ss✐ ✈❡✐❧❧❡r q✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r s❛❝❤❡ q✉❡ ❞❡s ❛❣❡♥ts ❞ét✐❡♥♥❡♥t ❧❛ ✈ér✐té✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿
⊢ Edi ¬Bjφ⇒ ¬E
d
i BjKkφ
▲❛ ♣r❡✉✈❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✶✮ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✼ ✿
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳
✶✳ ⊢ Bjφ ∧BjKk¬φ⇒ Bjφ
✷✳ ⊢ Bj(Kk¬φ⇒ ¬φ)
✸✳ ⊢ Bj(Kk¬φ⇒ ¬φ)⇒ (BjKk¬φ⇒ Bj¬φ)
✹✳ ⊢ BjKk¬φ⇒ Bj¬φ
✺✳ ⊢ Bj¬φ⇒ ¬Bjφ
✻✳ ⊢ BjKk¬φ⇒ Bj¬φ⇒ ¬Bjφ
✼✳ ⊢ (BjKk¬φ⇒ Bj¬φ⇒ ¬Bjφ)⇒ ((BjKk¬φ⇒ Bj¬φ)⇒ (BjKk¬φ⇒ ¬Bjφ))
✽✳ ⊢ BjKk¬φ⇒ ¬Bjφ
✾✳ ⊢ Bjφ ∧BjKk¬φ⇒ ¬Bjφ
✶✾✺
✶✾✻ Pr❡✉✈❡s ❛✈❡❝ ❧❡s s②stè♠❡s à ❧❛ ❍✐❧❜❡rt
✶✵✳ ⊢ ((Bjφ ∧BjKk¬φ⇒ Bjφ))⇒ ((Bjφ ∧BjKk¬φ⇒ ¬Bjφ)⇒ ¬(Bjφ ∧BjKk¬φ))
✶✶✳ ⊢ ¬(Bjφ ∧BjKk¬φ)
✶✷✳ ⊢ ¬(Bjφ ∧BjKk¬φ) ≡ (Bjφ⇒ ¬BjKk¬φ)
✶✸✳ ⊢ Bjφ⇒ ¬BjKk¬φ
✶✹✳ ⊢ Ei(Bjφ⇒ ¬BjKk¬φ)
✶✺✳ ⊢ Ei(Bjφ⇒ ¬BjKk¬φ)⇒ (EiBjφ⇒ Ei¬BjKk¬φ)
✶✻✳ ⊢ EiBjφ⇒ Ei¬BjKk¬φ
✶✼✳ ⊢ Edi Bjφ⇒ EiBjφ
✶✽✳ ⊢ (Edi Bjφ⇒ EiBjφ⇒ Ei¬BjKk¬φ)⇒ ((E
d
i Bjφ⇒ EiBjφ)⇒ (E
d
i Bjφ⇒ Ei¬BjKk¬φ))
✶✾✳ ⊢ Edi Bjφ⇒ Ei¬BjKk¬φ
✷✵✳ ⊢ Ei¬BjKk¬φ⇒ ¬EiBjKk¬φ
✷✶✳ ⊢ ¬EiBjKk¬φ⇒ ¬Edi BjKk¬φ
✷✷✳ ⊢ Edi Bjφ⇒ ¬EiBjKk¬φ⇒ ¬E
d
i BjKk¬φ
✷✸✳ ⊢ (Edi Bjφ ⇒ ¬EiBjKk¬φ ⇒ ¬E
d
i BjKk¬φ) ⇒ (E
d
i Bjφ ⇒ ¬EiBjKk¬φ) ⇒ E
d
i Bjφ ⇒
¬Edi BjKk¬φ
✷✹✳ ⊢ Edi Bjφ⇒ ¬E
d
i BjKk¬φ
▲❛ ♣r❡✉✈❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✷✮ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✼ ✿
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳
✶✳ ⊢ Kkφ⇒ φ
✷✳ ⊢ Bj(Kkφ⇒ φ)
✸✳ ⊢ Bj(Kkφ⇒ φ)⇒ BjKkφ⇒ Bjφ
✹✳ ⊢ BjKkφ⇒ Bjφ
✺✳ ⊢ (BjKkφ⇒ Bjφ)⇒ ¬Bjφ⇒ ¬BjKkφ
✻✳ ⊢ ¬Bjφ⇒ ¬BjKkφ
✼✳ ⊢ Ei(¬Bjφ⇒ ¬BjKkφ)
✽✳ ⊢ Ei(¬Bjφ⇒ ¬BjKkφ)⇒ Ei¬Bjφ⇒ Ei¬BjKkφ
✾✳ ⊢ Ei¬Bjφ⇒ Ei¬BjKkφ
✶✵✳ ⊢ Edi ¬Bjφ⇒ Ei¬Bjφ
✶✶✳ ⊢ Edi ¬Bjφ⇒ Ei¬Bjφ⇒ Ei¬BjKkφ
✶✷✳ ⊢ (Edi ¬Bjφ⇒ Ei¬Bjφ⇒ Ei¬BjKkφ)⇒ (E
d
i ¬Bjφ⇒ Ei¬Bjφ)⇒ E
d
i ¬Bjφ⇒ Ei¬BjKkφ
✶✸✳ ⊢ Edi ¬Bjφ⇒ Ei¬BjKkφ
✶✹✳ ⊢ Ei¬BjKkφ⇒ ¬EiBjKkφ
✶✾✼
✶✺✳ ⊢ ¬EiBjKkφ⇒ ¬Edi BjKkφ
✶✻✳ ⊢ Edi ¬Bjφ⇒ Ei¬BjKkφ⇒ ¬E
d
i BjKkφ
✶✼✳ ⊢ (Edi ¬Bjφ ⇒ Ei¬BjKkφ ⇒ ¬E
d
i BjKkφ) ⇒ (E
d
i ¬Bjφ ⇒ Ei¬BjKkφ) ⇒ E
d
i ¬Bjφ ⇒
¬Edi BjKkφ
✶✽✳ ⊢ Edi ¬Bjφ⇒ ¬E
d
i BjKkφ
▲❛ ♣r❡✉✈❡ à ❧❛ ❍✐❧❜❡rt ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✽ ✿
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳
✶✳ ⊢ (Edi Ejφ ∨ E
d
i E
d
j φ)⇒ Eiφ
✷✳ ⊢ Edi Ejφ⇒ EiEjφ
✸✳ ⊢ Ejφ⇒ φ
✹✳ ⊢ Ei(Ejφ⇒ φ)
✺✳ ⊢ Ei(Ejφ⇒ φ)⇒ EiEjφ⇒ Eiφ
✻✳ EiEjφ⇒ Eiφ
✼✳ Edi Ejφ⇒ EiEjφ
✽✳ Edi Ejφ⇒ EiEjφ⇒ Eiφ
✾✳ (Edi Ejφ⇒ EiEjφ⇒ Eiφ)⇒ (E
d
i Ejφ⇒ EiEjφ)⇒ E
d
i Ejφ⇒ Eiφ
✶✵✳ Edi Ejφ⇒ Eiφ
✶✶✳ Edi E
d
j φ⇒ EiE
d
j φ
✶✷✳ EiEdj φ⇒ EiEjφ
✶✸✳ Edi E
d
j φ⇒ EiE
d
j φ⇒ EiEjφ
✶✹✳ (Edi E
d
j φ⇒ EiE
d
j φ⇒ EiEjφ)⇒ (E
d
i E
d
j φ⇒ EiE
d
j φ)⇒ E
d
i E
d
j φ⇒ EiEjφ
✶✺✳ Edi E
d
j φ⇒ EiEjφ
✶✻✳ Edi E
d
j φ⇒ EiEjφ⇒ Eiφ
✶✼✳ (Edi E
d
j φ⇒ EiEjφ⇒ Eiφ)⇒ (E
d
i E
d
j φ⇒ EiEjφ)⇒ E
d
i E
d
j φ⇒ Eiφ
✶✽✳ Edi E
d
j φ⇒ Eiφ
✶✾✳ (Edi Ejφ ∨ E
d
i E
d
j φ)⇒ ((E
d
i Ejφ⇒ Eiφ)⇒ (E
d
i E
d
j φ⇒ Eiφ)⇒ Eiφ))
✷✵✳ ((Edi Ejφ ∨ E
d
i E
d
j φ) ⇒ ((E
d
i Ejφ ⇒ Eiφ) ⇒ (E
d
i E
d
j φ ⇒ Eiφ) ⇒ Eiφ)) ⇒ ((E
d
i Ejφ ∨
Edi E
d
j φ)⇒ (E
d
i Ejφ⇒ Eiφ))⇒ (E
d
i Ejφ ∨ E
d
i E
d
j φ)⇒ (E
d
i E
d
j φ⇒ Eiφ)⇒ Eiφ
✷✶✳ (Edi Ejφ ∨ E
d
i E
d
j φ)⇒ (E
d
i E
d
j φ⇒ Eiφ)⇒ Eiφ
✷✷✳ ((Edi Ejφ ∨ E
d
i E
d
j φ) ⇒ (E
d
i E
d
j φ ⇒ Eiφ) ⇒ Eiφ) ⇒ ((E
d
i Ejφ ∨ E
d
i E
d
j φ) ⇒ (E
d
i E
d
j φ ⇒
Eiφ))⇒ (E
d
i Ejφ ∨ E
d
i E
d
j φ)⇒ Eiφ
✷✸✳ (Edi Ejφ ∨ E
d
i E
d
j φ)⇒ Eiφ
✶✾✽ Pr❡✉✈❡s ❛✈❡❝ ❧❡s s②stè♠❡s à ❧❛ ❍✐❧❜❡rt
❆♥♥❡①❡ ❇
❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❝❛❧❝✉❧és ❛✈❡❝ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❚❇✲▼
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞✬❛♥♥❡①❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ♦❜t❡♥✉s ❧♦rsq✉❡
♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ♣r♦♣♦sé❡ ❡♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ❡t ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
❚❇✲té♠♦✐♥s✳
❋✐❣✉r❡ ❇✳✶ ✕ ▼♦❞è❧❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ BiT si,jc ∧ 〈Bi〉¬q ∧ 〈Bi〉q✳
✶✾✾
✷✵✵ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❝❛❧❝✉❧és ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❚❇✲▼
❋✐❣✉r❡ ❇✳✷ ✕ ▼♦❞è❧❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ T si,jT
s
i,jc ∧ 〈T
s
i,j〉¬q ∧ 〈T
s
i,j〉q✳
❋✐❣✉r❡ ❇✳✸ ✕ ▼♦❞è❧❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ BiT si,j(c||d) ∧ 〈Bj〉¬q ∨ 〈Bi〉(q)✳
✷✵✶
❋✐❣✉r❡ ❇✳✹ ✕ ▼♦❞è❧❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ BiBjq ∧BiT si,jc ∧ T
s
i,jd✳
❋✐❣✉r❡ ❇✳✺ ✕ ▼♦❞è❧❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Biq ∧ T si,ic ∧ T
s
i,jd✳
✷✵✷ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❝❛❧❝✉❧és ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❚❇✲▼
❆♥♥❡①❡ ❈
❙②stè♠❡ ❚❑❇❊
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥♥❡r ❧❡s s②stè♠❡s ❑❇❊ ❡t ❚❇ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ▲❡ s②stè♠❡
❢♦♥❞é s✉r ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❝❛❞r❡s ❡st ♥♦♠♠é s②stè♠❡ ❚❑❇❊✳
❈✳✶ ▲❛♥❣❛❣❡ ❡t sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞✉ ❝❛❞r❡ ❚❑❇❊
❙♦✐❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❡ttr❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s P = {a, b, c, ...}✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛❣❡♥ts N ❛✈❡❝
i, j ∈ N ❞❡✉① ❛❣❡♥ts✱ ❡t p ∈ P ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ LKBE ❡st ❣é♥éré ♣❛r ❧❛
❣r❛♠♠❛✐r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❇❛❝❦✉s✲◆❛✉r s✉✐✈❛♥t❡ ✿
φ ::= p | ¬φ | φ⇒ φ | T si,jφ | Kiφ | Biφ | Eiφ | E
d
i φ
P♦✉r ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ LTKBE ✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ C = (W, {Ti,j}i,j∈N ,
{Bi}i∈N , {Ki}i∈N , {Ei}i∈N , {E
d
i }i∈N ) t❡❧ q✉❡ ✿
✶✳ W ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥❞❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❀
✷✳ {Ti,j}i,j∈N ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ✿
∀i ∈ N , ∀w ∈ W : Ti,j(w) := {v ∈ W|wTi,jv}
✸✳ {Bi}i∈N ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ✿
∀i ∈ N , ∀w ∈ W : Bi(w) := {v ∈ W|wBiv}
✹✳ {Ki}i∈N ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ✿
∀i ∈ N , ∀w ∈ W : Ki(w) := {v ∈ W|wKiv}
✺✳ {Ei}i∈N ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ✿
∀i ∈ N , ∀w ∈ W : Ei(w) := {v ∈ W|wEiv}
✷✵✸
✷✵✹ ❙②stè♠❡ ❚❑❇❊
✻✳ {Edi }i∈N ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✿
∀i ∈ N , ∀w ∈ W : Edi (w) ∈ 2
2W
◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ❝❛❞r❡ ❑❇❊✳
❈✳✶✳✶ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡t ❝r♦②❛♥❝❡s
P♦✉r t♦✉t ❛❣❡♥t i ∈ N ✱ Ki ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✭tr❛♥s✐t✐✈❡✱ ré✢❡①✐✈❡ ❡t s②♠étr✐q✉❡✮
❡t Bi ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ sér✐❡❧❧❡✱ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❡t ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✳ ❉❡ ♣❧✉s ❝❡s ❞❡✉① r❡❧❛t✐♦♥s ♣♦ssè❞❡♥t ❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
∀w ∈ W : Bi(w) ⊆ Ki(w) (KB1)
∀w, u, v ∈ W : wKiu ∧ uBiv ⇒ wBiv (KB2)
∀w, u, v ∈ W : wKiu ∧ wBiv ⇒ uBiv (KB3)
❈✳✶✳✷ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡s ❛❝t✐♦♥s
P♦✉r t♦✉t ❛❣❡♥t i ∈ N ✱ Ei ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳
❈✳✶✳✸ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥s ❞é❧✐❜éré❡s
❙♦✐t i ∈ N ✉♥ ❛❣❡♥t✳ ▲✬✐♥t❡♥t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré❡ r❡s♣❡❝t❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
∀w ∈ W : W 6∈ Edi (w) (E
d
Nec)
∀w ∈ W : S ∈ Edi (w)⇒ Ei(w) ⊆ S (E
dE)
∀w ∈ W : S ∈ Edi (w) ∧ T ∈ E
d
i (w) =⇒ S ∩ T ∈ E
d
i (w) (E⇒,∧)
∀w ∈ W : Edi (w) =
⋂
v∈W:wKiv
Edi (v) (E
d
KP + E
d
KN )
❈✳✶✳✹ ❙é♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❛♥s ❚❑❇❊
▲❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t ♠♦❞✐✜é❡ ❞❛♥s ❚❑❇❊✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s
❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ♠♦❞❛❧✐té ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ✐❧ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬✐♥tr♦s♣❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♣❧✉tôt q✉✬❛✉① ❝r♦②❛♥❝❡s✳ ❙♦✐❡♥t i, j ∈ N ❞❡✉① ❛❣❡♥ts✱
❧❡ ❝❛❞r❡ ❚❑❇❊ ❞♦✐t s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
❙②stè♠❡ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡ ❚❑❇❊ ✷✵✺
✶✳ ∀w ∈ W, ∃v ∈ W : wTi,jv
✷✳ ∀w, u, v ∈ W : wKiu ∧ uTi,jv ⇒ wTi,jv
✸✳ ∀w, u, v ∈ W : wKiu ∧ wTi,jv ⇒ uTi,jv
✹✳ ∀w, u, v ∈ W : wBiu ∧ uBjv ⇒ wTi,jv
▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧❛ s✐♥❝ér✐té r❡st❡ ✐♥❝❤❛♥❣é❡✱ s❡✉❧❡ ❧✬✐♥tr♦s♣❡❝t✐♦♥ ❡st ❛❞❛♣té❡ ❛✉ ❝❛❞r❡✳
❈✳✷ ❙②stè♠❡ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡ ❚❑❇❊
◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s ⊢ φ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ φ ❡st ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❚❑❇❊✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❡t ❞❡ TKBE✲❞é❞✉❝t✐❜✐❧✐té s♦♥t ❡❧❧❡s ❛✉ss✐ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s✳
(CP ) ❚♦✉s ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞✉ ❈P
(RE) ∀✷i ∈ {T
s
i,j , Bi,Ki, Ei, E
d
i } ❙✐ ⊢ φ⇔ ψ ❛❧♦rs ⊢ ✷iφ⇔ ✷iψ
(DUAL) ∀(✷i,✸i) ∈ {(T
s
i,j , 〈T
s
i,j〉), (Bi, 〈Bi〉), (Ki, 〈Ki〉), (Ei, 〈Ei〉), (E
d
i , 〈E
d
i 〉)} ⊢ ✷iφ⇔ ¬✸i¬φ
(S5Ki) ❚♦✉s ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❙✺ s♦♥t ✈ér✐✜és ♣♦✉r Ki
(S5Ei) ❚♦✉s ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❙✺ s♦♥t ✈ér✐✜és ♣♦✉r Ei
(KD45Bi) ❚♦✉s ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❑❉✹✺ s♦♥t ✈ér✐✜és ♣♦✉r Bi
(Edi Ei) ⊢ E
d
i φ⇒ Eiφ
(CEdi
) ⊢ Edi φ ∧ E
d
i ψ ⇒ E
d
i (φ ∧ ψ)
(¬NEdi
) ⊢ ¬Edi ⊤
(4KiEi) ⊢ E
d
i φ⇒ KiE
d
i φ
(5KiEi) ⊢ ¬E
d
i φ⇒ Ki¬E
d
i φ
(KB) ⊢ Kiφ⇒ Biφ
(4KB) ⊢ Biφ⇒ KiBiφ
(5KB) ⊢ ¬Biφ⇒ Ki¬Biφ
(KDT si,j ) ❚♦✉s ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❑❉ s♦♥t ✈ér✐✜és ♣♦✉r T
s
i,j
(4TK) ⊢ T
s
i,jφ⇒ KiT
s
i,jφ
(5TK) ⊢ ¬T
s
i,jφ⇒ Ki¬T
s
i,jφ
(S) ⊢ T si,jφ⇒ BiBjφ
❋✐❣✉r❡ ❈✳✶ ✕ ❙②stè♠❡ ❛①✐♦♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ❝❛❞r❡ ❚❑❇❊
▲❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s♦♥t ✈ér✐✜és ❞❛♥s ❚❑❇❊✳
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶ ✲ ❚❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ✿ ❙♦✐❡♥t Σ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ♣r♦✉✈é❡s
❞❛♥s ❚❑❇❊✱ φ ❡t ψ ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❡s ♣r♦✉✈é❡s✳
Σ ∪ {ψ} ⊢ φ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ Σ ⊢ ψ ⇒ φ
Σ ∪ {ψ} |= φ s✐✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ Σ |= ψ ⇒ φ
✷✵✻ ❙②stè♠❡ ❚❑❇❊
P✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❢❛✐t q✉❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❑❇❊ ❡t ❚❇✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❚❑❇❊
♣♦ssè❞❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✉s✉❡❧❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷ ✲ Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❚❑❇❊ ✿
✶✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❚❑❇❊ ❡st ❝♦rr❡❝t ❀
✷✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❚❑❇❊ ❡st ❝♦♠♣❧❡t ❀
✸✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❚❑❇❊ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t ❀
✹✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❚❑❇❊ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t✳
❈✳✸ ❉❡s t❤é♦rè♠❡s ❞é❞✉✐ts ❞❛♥s ❚❑❇❊
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸ ✲ ▲✐❡♥ ❡♥tr❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡t ❞✐ss✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✿ ❙♦✐t ◦ ∈ {∅, d}✱
⊢ T sj,i¬E
d
i E
◦
jφ⇒ ¬BjE
d
i E
◦
jφ
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞❡ s✐♥❝ér✐té✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿
⊢ T sj,i¬E
d
i E
◦
jφ⇒ BjBi¬E
d
i E
◦
jφ
P❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ (DBi) ♣✉✐s ♣❛r ▼P ✿
⊢ T sj,i¬E
d
i E
◦
jφ⇒ Bj¬BiE
d
i E
◦
jφ
❖r ♣❛r ❝♦♥tr❛♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ❧✬❛①✐♦♠❡ ❑❇✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿ ⊢ ¬BiEdi E
◦
jφ ⇒ ¬KiE
d
i E
◦
jφ (∗)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ⊢ KiEdi E
◦
jφ ≡ E
d
i E
◦
jφ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ q✉❡
⊢ ¬KiE
d
i E
◦
jφ ≡ ¬E
d
i E
◦
jφ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ t❤é♦rè♠❡✳ P✉✐s✱ ♣❛r ♥é❝❡ss✐t❛t✐♦♥ ❞❡s Bj s✉r (∗)✱ ♥♦✉s
♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ ⊢ Bj¬BiEdi E
◦
jφ ⇒ Bj¬E
d
i E
◦
jφ ❡st ✉♥ t❤é♦rè♠❡✳ ❊♥✜♥✱ ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞✉s
♣♦♥❡♥s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✿
⊢ T sj,i¬E
d
i E
◦
jφ⇒ ¬BjE
d
i E
◦
jφ
❉❡s t❤é♦rè♠❡s ❞é❞✉✐ts ❞❛♥s ❚❑❇❊ ✷✵✼
❆ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦r♦❧❧❛✐r❡s ✐♠♠é❞✐❛ts s♦♥t ❛❧♦rs ❞é❞✉✐ts ✿
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶ ✿ ❙♦✐t ◦ ∈ {∅, d}✱
✶✳ ⊢ Edi T
s
j,i¬E
d
i E
◦
jφ⇒ Ei¬BjE
d
i E
◦
jφ
✷✳ ⊢ Edi T
s
j,i¬E
d
i E
◦
jφ⇒ ¬E
d
i BjE
d
i E
◦
jφ
✸✳ ⊢ Edi T
s
j,i¬E
d
i ¬E
◦
jφ⇒ Ei¬BjE
d
i ¬E
◦
jφ
✹✳ ⊢ Edi T
s
j,i¬E
d
i ¬E
◦
jφ⇒ ¬E
d
i BjE
d
i ¬E
◦
jφ
❈❡s ❝♦r♦❧❧❛✐r❡s ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛✣r♠❡r q✉❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s✳ ❈❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ s❡r❛✐❡♥t ❛❧♦rs ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥tr❡t❡♥✉❡
❡♥tr❡ ❞❡✉① ❛❣❡♥ts✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶ ✲ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ✿ ❙♦✐❡♥t Σ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❡t
❢❡r♠é ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s t❡❧ q✉❡ ⊤ ∈ Σ ❡t φ ∈ Σ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡
❞♦✉❝❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ MCETΣi,jφ ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ✿
MCETΣi,jφ =
∨
ψ∈Σ
Edi (Ejφ ∧ T
s
j,i¬E
d
i Ejφ ∧ ψ)
◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❢♦rt❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ MCEdTΣi,jφ
❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ✿
MCEdTΣi,jφ =
∨
ψ∈Σ
Edi (E
d
j φ ∧ T
s
j,i¬E
d
i E
d
j φ ∧ ψ)
◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ❞♦✉❝❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ MDETΣi,jφ
❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ✿
MDETΣi,jφ =
∨
ψ∈Σ
Edi (¬Ejφ ∧ T
s
j,i¬E
d
i ¬Ejφ ∧ ψ)
◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❢♦rt❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ MDEdTΣi,jφ
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MDEdTΣi,jφ =
∨
ψ∈Σ
Edi (¬E
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s
j,i¬E
d
i ¬E
d
j φ ∧ ψ)
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❆❜str❛❝t
■♥ r❡❝❡♥t ❞❡❝❛❞❡s✱ ❝♦♠♣✉t❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❤❛s s❤✐❢t❡❞ ❢r♦♠ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s♦❢t✇❛r❡ t♦
❞❡s✐❣♥✐♥❣ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t✱ s❡❧❢✲❝♦♥t❛✐♥❡❞ s♦❢t✇❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛❣❡♥ts ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ♦t❤❡rs t♦ ❢♦r♠
♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②st❡♠s✳ ■♥ s✉❝❤ s②st❡♠s✱ ♠❛❧✐❝✐♦✉s ❛❣❡♥ts s♦♠❡t✐♠❡s ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡① str❛t❡❣✐❡s
t♦ ✐♥❞✉❝❡ ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts t♦ ♠❛❦❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✐♥ t❤❡✐r ❢❛✈♦r✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❧❛tt❡r ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❡♠✳ ❲❡
❛r❡ t❛❧❦✐♥❣ ❛❜♦✉t ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s✳ ❚❤❡s❡ str❛t❡❣✐❡s ♠❛② ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s ❝❛✉s❡ ♣r♦❜❧❡♠s
❢♦r t❤❡ ❛❣❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✈✐❝t✐♠s✳ ❙✉❝❤ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❤✐❞❞❡♥ ❢r♦♠ ❛❣❡♥ts✳ ❍♦✇ ❝❛♥ ✇❡
❞❡t❡❝t t❤❡♠ ❄ ❋✐rst❧②✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡✜♥❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇♦r❦ ❢r♦♠ ❝♦♠♣✉t❡r
s❝✐❡♥❝❡s ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ s❝✐❡♥❝❡s✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ❞❡❧✐❜❡r❛t❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥t t♦
✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐③❡ ❛ ✈✐❝t✐♠ ✇❤✐❧❡ ♠❛❦✐♥❣ s✉r❡ t♦ ❝♦♥❝❡❛❧ t❤❛t ✐♥t❡♥t✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❛♥s✇❡r t❤✐s
q✉❡st✐♦♥✱ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠ ♥❛♠❡❞ ❑❇❊ ✇❤✐❝❤ ❡①♣r❡ss❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❑❇❊ ✐s
❝♦rr❡❝t ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✱ ❛♥❞ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss str❛t❡❣✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ❜❡❧✐❡❢s ♦❢ ❛❣❡♥ts✱
❧✐❦❡ ❧②✐♥❣ ♦r ❜✉❧❧s❤✐t✐♥❣✳ ❚❤✐s s②st❡♠ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❡①♣r❡ss ♥♦t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❝♦❡r❝✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs✉❛s✐♦♥✳
❙❡❝♦♥❞❧②✱ s✐♥❝❡ tr✉st ✐s ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ r❡❣✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❛❣❡♥ts ✇❤❡♥ ❛❣❡♥ts ♠❛②
❜❡ ♠❛❧✐❝✐♦✉s ♦r ✉♥r❡❧✐❛❜❧❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥♦t❤❡r ❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠ ♥❛♠❡❞ ❚❇✳ ❚❤✐s s②st❡♠✱ ♣r♦✈❡❞ t♦
❜❡ ❝♦rr❡❝t ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡✱ ❡①♣r❡ss❡s ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ tr✉st ✐♥ s✐♥❝❡r✐t② ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢
❛♥ ❛❣❡♥t t♦ t❛❦❡ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❜❡❧✐❡✈✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r ❛❣❡♥t ❢♦r ✐ts s✐♥❝❡r✐t②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥
❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♠❡t❤♦❞ t♦ r❡❛s♦♥ ✇✐t❤ s✉❝❤ s②st❡♠s✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❚❇ s②st❡♠ ❛♥❞
❞❡❝✐❞❡s ♦♥ ✐ts s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ❞✐r❡❝t❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢r❛♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ♠♦❞❡❧✳
❘és✉♠é
❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❞é❝❡♥♥✐❡s✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡st ♣❛ssé ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧s
✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧s✱ à ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧s ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥ts✱ ❛✉t♦♥♦♠❡s✱ ❛♣♣❡❧és ❛❣❡♥ts ❡t ✐♥t❡r❛❣✐ss❛♥t
❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❡♥ ❢♦r♠❛♥t ❞❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts✳ ❉❛♥s ❞❡ t❡❧s s②stè♠❡s✱ ✐❧ ❛rr✐✈❡ q✉❡ ❞❡s
❛❣❡♥ts ♠❛❧✐♥t❡♥t✐♦♥♥és ♠❡tt❡♥t ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣♦✉r ✐♥❝✐t❡r ❞✬❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts à
♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ❡♥ ❧❡✉r ❢❛✈❡✉r ❡t ❝❡✱ t♦✉t ❡♥ ✈❡✐❧❧❛♥t à ❝❡ q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ♥❡ s✬❡♥ ❛♣❡rç♦✐✈❡♥t
♣❛s✳ ◆♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❛❧♦rs ❞❡ str❛té❣✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❈❡s str❛té❣✐❡s ♣❡✉✈❡♥t ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s
❝❛✉s❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✉① ❛❣❡♥ts q✉✐ ❡♥ s♦♥t ✈✐❝t✐♠❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡❧❧❡s s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❞✐ss✐♠✉❧é❡s
❛✉① ❛❣❡♥ts✳ ❈♦♠♠❡♥t ♣♦✉✈♦♥s✲♥♦✉s ❛❧♦rs ❧❡s ❞ét❡❝t❡r ❄ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
❞❡ ❞é✜♥✐r ❝❡ q✉❡ s✐❣♥✐✜❡ ✓ êtr❡ ✉♥❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✔✳ ❆✐♥s✐✱ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① ✐ss✉s ❞❡ ❧✬✐♥✲
❢♦r♠❛t✐q✉❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡s s❝✐❡♥❝❡s s♦❝✐❛❧❡s✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥t❡♥t✐♦♥
❞é❧✐❜éré❡ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ❞✬✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❡r ✉♥❡ ✈✐❝t✐♠❡ t♦✉t ❡♥ ✈❡✐❧❧❛♥t à ❧✉✐ ❞✐ss✐♠✉❧❡r ❝❡tt❡ ✐♥t❡♥✲
t✐♦♥✳ P♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡tt❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♥♦♠♠é ❑❇❊✳
❈❡ s②stè♠❡✱ ♣r♦✉✈é ❝♦rr❡❝t ❡t ❝♦♠♣❧❡t✱ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❡t ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r ❞❡s str❛té❣✐❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡t ❧❡s ❝r♦②❛♥❝❡s ❞❡s ❛❣❡♥ts ❝♦♠♠❡ ❧❡
♠❡♥s♦♥❣❡ ♦✉ ❧❡ ❜❛r❛t✐♥❛❣❡✳ ❈❡ s②stè♠❡ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❝♦♥♥❡①❡s à ❧❛
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦❡r❝✐t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♣❡rs✉❛s✐♦♥✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡
❡st ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré❣✉❧❡r ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❛❣❡♥ts ❧♦rsq✉❡ ❞❡s ❛❣❡♥ts s♦♥t
♠❛❧✐♥t❡♥t✐♦♥♥és ♦✉ ♥♦♥ ✜❛❜❧❡s✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♥♦♠♠é ❚❇✳ ❈❡ s②s✲
tè♠❡✱ ❝♦rr❡❝t ❡t ❝♦♠♣❧❡t✱ ❡①♣r✐♠❡ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡♥ ❧❛ s✐♥❝ér✐té q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝❤♦✐①
❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❝r♦✐r❡ ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ s❛ s✐♥❝ér✐té✳ ❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ✉♥
❞❡r♥✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ♣♦✉r r❛✐s♦♥♥❡r ❛✈❡❝ ❞❡ t❡❧s s②stè♠❡s✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❛❞❛♣té❡ ❛✉ s②stè♠❡ ❚❇ ❡t ❞é❝✐❞❡ ❞❡ s♦♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ❝❛❞r❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡✳
